﻿N BOURBAKI FASCICULA II FILFIME DE MATHfiMATIQUE PREMlfeRE PÂRTIE LIVRE III TOPOLOGIE GfiNfiRALE CAPITOLUL STRUCTURI TOPOLOGIQUE CAPITOLUL STRUCTURI UNIFORME troisiEme Edition entiErement refondue HERMANN ilS, BOULEVARD SAINT-GERMAIN, PARIS VI ELEMENTE DE MATEMATICĂ N BURBAKI TOPOLOGIE GENERALĂ STRUCTURILE PRINCIPALE TRADUCERE DIN FRANCEZA S N KRACHKOVSKY EDITAT DE D A RAIKOVA EDITURA "NAUKA" EDIȚIA PRINCIPALĂ DE LITERATURĂ FIZICĂ ȘI MATEMATICĂ MOSCOVA , B UD £ , N Wurbachy Topologie generală Structuri de bază M , , pagini cu ilustrații Editor S A Shirokova Tehnician, editor K F Bruino Coritor M F Alekseeva Predat setului /IX Semnat pentru publicare /VI Lucrare X '/im Fiz cuptor l + incl Convenţional cuptor l Uch -ed l Circulație echiv Editura "Nauka" Ediția principală de literatură fizică și matematică Moscova, V- , prospect Leninsky, Ordinul Bannerului Roșu al Primului Tipografie Exemplar, numit după Comitetul de presă A A Zhdanov Glavpoligrafprom din cadrul Consiliului de Miniștri al URSS Moscova, Zh- , Valovaya, Tipărit din matrice în tipografia a -a a Editurii Nauka) Ioskda, G- , Shubinsky per , Q - - - CUPRINS Prefață la cea de-a treia ediție Introducere ȘI Capitolul I Structuri topologice § Seturi deschise; Cartier; seturi închise Seturi deschise Împrejurimi Sisteme fundamentale de vecinătate; baze de topologie Seturi închise Familii finite la nivel local Interior, închidere, delimitare a unui set; dens peste tot a stabilit Exerciții § Funcții continue Funcții continue Compararea topologiilor Topologii inițiale Topologii finale Lipirea spațiilor topologice Exerciții § Subspații; spații coeficiente Subspații ale unui spațiu topologic Continuitatea faţă de un subspaţiu Subspații local închise Spații factoriale Descompunerea canonică a unei mapări continue Spațiul coeficient al unui subspațiu Exerciții § Produsul spațiilor topologice Produsul spațiilor Feliie dintr-un set deschis; felie dintr-un set închis; proiecția unui set deschis Continuitate parțială Închidere în produs Limitele proiective ale spaţiilor topologice Exerciții g g , , , , , ♦ CUPRINS § Mapări deschise și închise Mapări deschise și închise Relații de echivalență deschise și închise Proprietăți speciale ale mapărilor deschise Proprietăți speciale ale cartografiilor închise Exerciții § Filtre Definiția filtrului Compararea filtrelor Baze de filtrare Ultrafiltre Filtru indus Imaginea și imaginea inversă a bazei filtrului Filtre de produs Filtre elementare Germeni în raport cu filtrul Germeni la un punct Exerciții § Limite Limita filtrului Punctul de atingere al bazei filtrului Limită și punct limită al unei funcții Limite și continuitate Limite cu privire la subspațiu Limite în produse de spații și spații factori Exerciții § Spații separabile și regulate Spații separabile Subspații și produse ale spațiilor separabile Separabilitatea unui spațiu coeficient Spații obișnuite Continuare prin continuitate Limită dublă Relaţii de echivalenţă într-un spaţiu regulat Exerciții § Spaţii compacte şi local compacte Spații cvasi-compacte și compacte Regularitatea unui spațiu compact Cvasi-compact, compact și relativ compact seturi Imaginea unui spațiu compact sub cartografiere continuă zheniya Produsul spațiilor compacte Limitele proiective ale spațiilor compacte Spații compacte local CUPRINS Încorporarea unui spațiu local compact într-un spațiu compact Spații compacte local numărabile la infinit Spații paracompacte Exerciții § Mapări perfecte Mapări perfecte Caracterizarea mapărilor perfecte prin proprietăți de compactitate Mapări perfecte în spații compacte local Factorizarea spațiilor de spații compacte și local compacte Exerciții §unsprezece Conectivitate Spații și seturi conectate D> Imaginea unui set conectat sub o mapare continuă Factorizarea spațiilor unui spațiu conex ° Produsul spațiilor conectate Componente conectate Spații conectate local Aplicație: teorema Poincaré-Volterra Exerciții Aplicație Supliment privind limitele proiective ale mulțimilor Sisteme proiective de submulțimi Criteriul ca limita proiectivă să fie goală Schiță istorică pentru capitolul I Bibliografie Capitolul II Structuri uniforme § Spații uniforme Determinarea unei structuri uniforme Topologia spațiului uniform Exerciții § Funcții uniform continue Funcții uniform continue Compararea structurilor uniforme Structuri uniforme inițiale Prototipul unei structuri uniforme Subspații uniforme Limita superioară a setului de structuri uniforme Produsul spațiilor uniforme Limitele proiective ale spațiilor uniforme Exerciții CUPRINS § Spații complete Filtre Cauchy Filtre Cauchy minime Spații complete Subspații ale spațiilor complete Produse și limite proiective ale spațiilor complete Continuarea funcțiilor uniform continue Completarea unui spațiu uniform Spațiu uniform separabil asociat cu spațiu uniform Completarea subspațiilor și a produselor spațiilor Exerciții § Legături între spații uniforme și compacte Omogenitatea spațiilor compacte Compactitatea spațiilor uniforme Seturi compacte într-un spațiu uniform Seturi conectate într-un spațiu compact Exerciții Schiță istorică pentru capitolul II Bibliografie Index de simboluri Index de termeni Tabelul de corespondență al ediției a doua și a treia Capitolul I Definiții și axiome Inserarea Definiții și axiome ale capitolului II Caseta PREFAȚĂ LA EDIȚIA A TREIA În această nouă ediție*) s-au făcut un număr destul de mare de modificări în detaliu; în plus, întregul plan al Ch I și II pentru a aranja materialul în mai bună concordanță cu ideile generale despre morfismele structurilor și mapările universale (Teoria mulțimilor, cap IV, §§ și ) Printre cele mai semnificative completări, remarcăm introducerea spațiilor cvasicompacte și a limitelor proiective, ale căror aplicații la algebra comutativă și geometria algebrică devin din ce în ce mai importante, precum și dezvoltarea mai mare a conceptelor de deschis, închis și perfect mapări, la care două secțiuni din Cap eu *) Traducerea a fost făcută din a treia ediție, ținând cont de modificările aduse în a patra INTRODUCERE Alături de structurile algebrice (grupe, inele, câmpuri oblice etc ), care au făcut obiectul celei de-a doua cărți a acestei lucrări, în toate secțiunile de analiză se întâlnesc structuri de alt fel: structuri în care sensul matematic este dat intuitivului concepte de limită, continuitate și vecinătate Studiul acestor structuri va fi subiectul acestei cărți Din punct de vedere istoric, conceptele de limită și continuitate au apărut în matematică foarte devreme, și anume în geometrie, iar odată cu dezvoltarea analizei și a aplicațiilor acesteia la științele experimentale, rolul lor a crescut constant Într-adevăr, aceste concepte sunt strâns legate de conceptele de determinare experimentală și aproximare a mărimilor Dar de vreme ce în majoritatea cazurilor determinarea experimentală a mărimilor se reduce la măsurători, adică la găsirea unuia sau a mai multor numere, este destul de firesc ca în matematică conceptele de limită și continuitate să apară în primul rând în teoria numerelor reale cu ramurile sale și diversele sale domenii de aplicare (numere complexe, funcții reale sau complexe ale variabilelor reale sau complexe, geometrie euclidiană și geometrii derivate din aceasta) În timpul nostru, a devenit clar că sensul conceptelor în cauză depășește cu mult domeniul numerelor reale și complexe în analiza clasică (vezi Schița istorică pentru capitolul I) Prin studiul aprofundat și descompunerea acestor concepte, s-a putut extrage esența lor și a crea un instrument, a cărui eficacitate s-a manifestat în numeroase ramuri ale matematicii Pentru a clarifica care este exact conținutul principal al conceptelor de limită, continuitate și vecinătate, vom începe INTRODUCERE • din analiza conceptului de vecinătate, deși din punct de vedere istoric este de origine ulterioară decât ambele Dacă pornim de la înțelegerea fizică a aproximării, atunci este firesc să spunem că partea A a mulțimii E este o vecinătate a elementului său a, dacă, atunci când acesta din urmă este înlocuit cu "aproximația", acest nou element va aparțin și lui A ori de câte ori "eroarea" făcută este suficient de mică; cu alte cuvinte, dacă fiecare element al lui E "suficient de aproape" de un element a aparține lui L Această definiție capătă sens exact de îndată ce sensul precis este încorporat în conceptul de eroare suficient de mică sau de un element suficient de apropiat de una dată Pentru a realiza acest lucru, cel mai firesc ar fi să presupunem că "abaterea" unui element de la altul poate fi măsurată printr-un număr real (pozitiv) Ori de câte ori pentru orice pereche de elemente dintr-o mulțime se determină "abaterea" sau "distanța" lor, devine posibil să se determine "vecinătatea" elementului a din această mulțime; și anume, vecinătatea unui element a va fi orice submulțime care conține toate elementele a căror distanță față de a este mai mică decât un număr pozitiv propriu Este clar că pentru a dezvolta o teorie semnificativă bazată pe această definiție, trebuie să presupunem că "distanța" îndeplinește anumite condiții sau axiome (de exemplu, că distanța noastră generalizată trebuie să satisfacă și inegalitățile care au loc în geometria euclidiană pentru distanţele dintre vârfurile unui triunghi) Așa se obține o generalizare largă a geometriei euclidiene; în acest caz, este convenabil să folosiți limbajul geometric și să numiți elementele mulțimii în care "distanța" este definită puncte, iar mulțimea în sine - spațiu Astfel de spații sunt studiate în Cap IX Numerele reale nu au fost încă eliminate în acest concept Totuși, spațiile astfel definite au un număr mare de proprietăți care pot fi formulate independent de noțiunea de bază de distanță De exemplu, fiecare submulțime care conține o vecinătate a lui a este, de asemenea, o vecinătate a lui a; intersecția a două vecinătăți ale punctului a este o vecinătate a punctului a Acestea și unele alte proprietăți implică o mulțime de consecințe care sunt derivate din ele complet independent de concept INTRODUCERE "distanța", care a stat inițial la baza definiției cartierelor Asa se obtin propozitii in care nu se vorbeste deloc despre marime, distanta etc Aceasta duce în final la un concept general de spațiu topologic, un concept independent de orice teorie anterioară a numerelor reale Spunem că o mulțime E este înzestrată cu o structură topologică, de fiecare dată când fiecăruia dintre elementele sale într-un fel sau altul i se atribuie o familie de submulțimi din E, numite vecinătăți ale acestui element, cu excepția cazului în care, desigur, aceste vecinătăți îndeplinesc anumite condiții (axiomele structurilor topologice) Alegerea axiomelor care trebuie impuse cartiere este evident într-o oarecare măsură arbitrară și, din punct de vedere istoric, a făcut obiectul unor căutări îndelungate (vezi Schița istorică la capitolul I) Sistemul de axiome, asupra căruia, până la urmă, s-au oprit, răspunde pe deplin nevoilor analizei moderne, fără a cădea într-o generalitate excesivă și neobiectivă O multime dotata cu o structura topologica se numeste spatiu topologic, iar elementele acestei multimi se numesc puncte Ramura matematicii care studiază structurile topologice se numește topologie (etimologic "știința poziției", denumire puțin expresivă în sine), care astăzi este preferată denumirii Analysis Situa, care este sinonimul acesteia De remarcat că pentru a ajunge la conceptul de cartier am plecat de la conceptul vag al unui element "suficient de apropiat" de altul Acum, dimpotrivă, conceptul de structură topologică face posibilă darea expresiei "o astfel de proprietate este valabilă pentru toate punctele suficient de apropiate de ai" pentru a avea un sens exact; aceasta înseamnă prin definiție că mulțimea de puncte cu această proprietate este o vecinătate a punctului a în structura topologică dată Din conceptul de vecinătate decurg o serie de alte concepte, al cărui studiu constituie topologii de conținut: interiorul unei mulțimi, închiderea unei mulțimi, limita unei mulțimi, o mulțime deschisă, o mulțime închisă etc Capitolul I, § ) De exemplu, A este o mulțime deschisă dacă, ori de câte ori un punct a aparține lui A, toate punctele suficient de aproape de a INTRODUCERE supus A; cu alte cuvinte, dacă A este o vecinătate a oricăruia dintre punctele sale Axiomele de vecinătate fac posibilă stabilirea diferitelor proprietăți ale tuturor acestor concepte: de exemplu, intersecția a două mulțimi deschise este o mulțime deschisă (deoarece se presupune că intersecția a două vecinătăți ale punctului este și vecinătatea acestuia) În schimb, în locul noțiunii de vecinătate, să luăm ca punct de plecare unul dintre aceste concepte derivate, de exemplu, presupunem că mulțimile deschise sunt cunoscute și ridicăm proprietățile unei familii de mulțimi deschise (dintre care una tocmai a fost menţionată ca exemplu) în axiome Este ușor de stabilit că atunci se poate veni din nou în cartiere din seturi deschise, iar îndeplinirea axiomelor vecinătăților va fi o consecință a noilor axiome luate ca punct de plecare Astfel, vedem că structura topologică poate fi definită în multe moduri, totuși, esențial echivalente În această carte, pornim de la conceptul de set deschis din motive de comoditate, deoarece axiomele corespunzătoare sunt cele mai simple Odată definite structurile topologice, este ușor să dai un sens precis conceptului de continuitate Intuitiv, o funcție este continuă la un moment dat dacă valoarea ei se modifică în mod arbitrar puțin atâta timp cât argumentul rămâne suficient de aproape de punctul în cauză Vedem că noțiunea de continuitate va avea un sens precis ori de câte ori spațiul argument și spațiul valoric al unei funcții sunt spații topologice Definiția exactă care se sugerează atunci va fi dată în § al Cap eu Ca și în conceptul de continuitate, conceptul de limită implică două mulțimi dotate cu o structură adecvată și o mapare de la una dintre aceste mulțimi la alta De exemplu, când vorbim de limita unei secvențe an de numere reale, aici, pe de o parte, participă mulțimea N de numere naturale, pe de altă parte, mulțimea R de numere reale și, în final, maparea primului set în al doilea În acest caz, se spune că un număr real a este limita unei șiruri an dacă, indiferent de vecinătatea V a punctului a, această vecinătate conține numerele an pentru toate valorile lui n, cu excepția unui număr finit; cu alte cuvinte, dacă mulțimea acelor n pentru care an INTRODUCERE t aparține lui V, constituie o submulțime a mulțimii N, care are un complement finit Este clar că, din moment ce vorbim de vecinătăți, R se presupune a fi dotat cu o structură topologică; În ceea ce privește mulțimea N, o anumită familie de submulțimi joacă un rol deosebit în ea și anume nex, care au un complement finit Acesta este un fic comun De fiecare dată când se vorbește despre o limită, se vorbește despre o mapare / a unei mulțimi E într-un spațiu topologic F; în același timp, spunem că / are ca limită un punct a al spațiului F dacă, indiferent de vecinătatea V a punctului a, mulțimea acelor elemente x din E a căror imagine este conținută în V (adică, întregul "pre-imagine" / (K) ), aparține unei familii predeterminate $ de submulțimi ale mulțimii E Pentru ca conceptul de limită să aibă proprietățile esențiale care îi sunt de obicei inerente, familia $ trebuie să îndeplinesc anumite axiome, care sunt formulate în § Cap I O astfel de familie de submulțimi ale mulțimii E se numește filtru în E Totuși, conceptul de filtru, care este astfel inseparabil de conceptul de limită, apare peste tot în topologie: de exemplu, vecinătățile unui punct în un spațiu topologic formează un filtru Studiul general al tuturor conceptelor de mai sus este subiectul principal al cap I De asemenea, studiază câteva clase particulare de spații topologice: spații care satisfac axiome mai rigide decât cele generale și spații obținute prin aplicarea unor procese speciale din spații deja date După cum sa menționat deja, structura topologică din mulțime face posibilă acordarea unui sens precis expresiei: "de îndată ce punctul x este suficient de aproape de a, x are proprietatea P{a:}" Dar, cu excepția cazului în care "distanța" este definită, nu este clar ce semnificație trebuie acordată expresiei: "orice pereche de puncte suficient de apropiate x, y are proprietatea P{x, y}" Acest lucru se datorează faptului că nu avem a priori niciun mijloc de a compara între ele vecinătățile a două puncte diferite Între timp, conceptul de pereche de puncte apropiate este adesea întâlnit în analiza clasică (în special, în propozițiile care se ocupă de continuitate uniformă) Prin urmare, este important să acordăm acestei expresii un sens precis în toată generalitatea; Asta duce la INTRODUCERE definirea structurilor mai bogate decât topologice, și anume structuri uniforme Ele sunt studiate în Cap II Capitolele rămase ale acestei cărți a III-a sunt dedicate întrebărilor în care alte structuri sunt implicate simultan cu structuri topologice sau structuri uniforme De exemplu, un grup în care ^ propriu-zis este definit adică, într-un anumit sens, o topologie compatibilă cu structura unui grup} se numește grup topologic Grupurile topologice sunt studiate în Cap III, unde, în special, se arată cum orice grup topologic poate fi înzestrat cu o structură uniformă În cap IV teoriile de mai sus sunt aplicate câmpului asimetric al numerelor raționale (definit într-un mod pur algebric în capitolul I al cărții a II-a), ceea ce face posibilă definirea câmpului asimetric al numerelor reale; având în vedere rolul său important, este imediat supus unui studiu detaliat Pornind de la numerele reale, următoarele capitole definesc câteva spații topologice care prezintă un interes deosebit din punct de vedere al aplicațiilor topologiei la geometria clasică: spații vectoriale de dimensiune finită, sfere, spații proiective etc Unele grupuri topologice care sunt apropiate se studiază şi grupul aditiv al realelor numerele şi caracterizarea lui axiomatic; aceasta conduce la definirea și proprietățile elementare ale celor mai importante funcții din analiza clasică: funcții exponențiale, logaritmice și trigonometrice În cap IX revenim din nou la spațiile topologice generale, înarmați cu un nou instrument și anume numărul real; în special se studiază spațiile a căror topologie este determinată prin intermediul "distanței"; au niste proprietati care evident nu se tin pentru spatii mai generale În cap X, se studiază seturi de mapări ale unui spațiu topologic într-un spațiu uniform (numite spații funcționale); aceste multimi, dotate la randul lor cu o structura topologica corespunzatoare, au proprietati interesante care joaca un rol important chiar si in analitica clasica În sfârșit, ultimul capitol este dedicat studiului conceptelor de acoperire și spații pur și simplu conectate, CAPITOLUL A V Â\I STRUCTURI TOPOLOGICE § Seturi deschise; Cartier; seturi închise , seturi deschise Definiție O structură topologică (sau, pe scurt, o topologie) într-o mulțime X este o structură formată prin specificarea unei mulțimi £) de submulțimi ale unei mulțimi X care are următoarele proprietăți (numite axiomele structurilor topologice)' (O,) Orice unire de mulțimi din t) este o mulțime din O (Op) Intersecția fiecărei familii finite de mulțimi în £) este o mulțime în £) Seturile de la £) se numesc multimi deschise ale unei structuri monologice definite de £) in X Definiție Un spațiu topologic este o mulțime dotată cu o structură topologică Elementele unui spațiu topologic sunt adesea numite puncte Mulțimea X în care este definită topologia se numește suportul spațiului topologic X Axioma ( ,) implică, în special, că unirea mulțimii goale de mulțimi din O, adică mulțimea goală (Teor pl , Rezumatul rezultatelor, § , formula ( )), aparține lui O Axioma ( n) implică că intersecția mulțimii goale de mulțimi din O, adică z mulţimea X (Multiplicatorul teoretic, Rezumatul rezultatelor, § , formula ( )), aparţine lui £), STRUCTURI TOPOLOGICE GL I § Pentru a demonstra că o mulțime ξ) de submulțimi ale lui X satisface axioma (O^), este adesea convenabil să afirmăm că aceasta satisface fiecare dintre următoarele două xiome, a căror unire este echivalentă cu (O^): (Otsa) Intersecția oricăror două/mulțimi din C aparține lui £• (Ots ) X aparține lui / Exemple de topologie Mulțimea de submulțimi a oricărei mulțimi X, constând din X și , satisface axiomele ( și ( ) și astfel determină topologia în X Același lucru este valabil și pentru mulțimea T(X) a tuturor submulților din mulțimea X ; topologia pe care o definește se numește topologie discretă în X, iar mulțimea X dotată cu această topologie se numește spațiu discret Acoperă submulțimea A a spațiului topologic Se spune că o mulțime X (Multiple Theor , Summary of results, § , itemul ) este deschisă dacă toate Ut sunt mulțimi deschise în X Definiția Un homeomorfism al unui spațiu topologic X pe un spațiu topologic X' este un izomorfism al structurii topologice a spațiului X pe structura topologică a spațiului X', adică în conformitate cu definițiile generale (Th ) , este o bijecție a lui X pe X' care transformă mulțimea tuturor mulțimilor deschise din X în mulțimea tuturor mulțimilor deschise din X' Spunem că X și X' sunt homeomorfi dacă există un homeomorfism al lui X pe X' Exemplu Dacă X și X' sunt spații discrete, atunci fiecare bijecție a lui X pe X' este un homeomorfism Definiția unui homeomorfism se reduce direct la următorul criteriu: pentru ca o bijecție / a unui spațiu topologic X pe un spațiu topologic X' să fie un homeomorfism, este necesar și suficient ca imaginea de sub maparea f a oricărei mulțimi deschise din X fi un set deschis în X', iar preimaginea de sub f a oricărui set deschis în X' este un set deschis în X, Sunt OPEN SETS; CARTIER; SETURI ÎNCHISE Împrejurimi Definiție Vecinătatea unei mulțimi A într-un spațiu topologic X este orice mulțime care conține o mulțime deschisă care conține A Vecinătățile unei mulțimi de un punct {a;} sunt numite și vecinătăți ale unui punct x Este clar că fiecare vecinătate a unei mulțimi A din X este, de asemenea, o vecinătate a fiecărei mulțimi BcA și, în special, a fiecărui punct din A Dimpotrivă, fie A o vecinătate a fiecărui punct din B și U unirea tuturor mulțimilor deschise cuprinse în A; apoi UcA, și întrucât fiecare punct din B aparține unei mulțimi deschise conținute în A, atunci BtzU; dar U este deschis datorită (Oj); prin urmare, A este o vecinătate a mulțimii B În special: Propozitia Pentru ca o multime sa fie o vecinatate a fiecaruia dintre punctele sale, este necesar si suficient ca aceasta sa fie deschisa Cuvântul "vecinătate" are o astfel de semnificație în vorbirea de zi cu zi încât multe proprietăți la care participă conceptul matematic numit cu același nume acționează ca o expresie matematică a proprietăților intuitiv clare; astfel alegerea acestui termen are avantajul de a face vorbirea mai figurativă În același scop, în unele enunțuri pot fi folosite și expresiile "suficient de aproape" și "arbitrar de aproape" De exemplu, propoziția poate fi exprimată în următoarea formă: pentru ca mulțimea A să fie deschisă este necesar și suficient ca pentru orice x e A toate punctele suficient de apropiate de x să aparțină lui A Și, în general, dacă o anumită proprietate este valabilă pentru toate punctele din vecinătatea punctului x, atunci spunem că toate punctele suficient de apropiate de x Notăm cu V"(x) mulțimea tuturor vecinătăților punctului x Seturile din (x) au următoarele proprietăți: (Y,) Orice subset al mulțimii X care conține orice set de la $ (x) aparține lui (x) (V") Intersecția unui număr finit de mulțimi din & (x) îi aparține minciuni (x) STRUCTURA TOPOLOGICĂ GL I, § (VItl) Elementul x aparține fiecărui set de (a:) Într-adevăr, aceste trei proprietăți sunt consecințe imediate ale Definiției și Axiomei (Ou) (VIV) Pentru fiecare V aparținând lui (x), există un W aparținând lui %>(x) astfel încât V aparține lui (y) pentru orice y £ W / Într-adevăr, prin Propoziția , este suficient să luăm pentru W orice mulțime deschisă care conține x și conținută în K Ultima proprietate poate fi exprimată și spunând că vecinătatea lui x este și vecinătatea tuturor punctelor suficient de apropiate de x Aceste patru proprietăți ale mulțimii (a:) sunt caracteristice Și anume: Propunerea Dacă fiecare element х al mulțimii X este asociat cu mulțimea Рі(х) de submulțimi din X în așa fel încât proprietățile (V,), (Vp), (VIP) și (V V) să fie valabile, atunci X conține și, în plus, un unic, topologic o structură pentru care (x) servește ca mulțime a tuturor vecinătăților lui x pentru orice χ e X Dacă structura topologică necesară există, atunci, prin Propoziția , mulțimea tuturor mulțimilor deschise ale acestei topologii este în mod necesar mulțimea £) a tuturor mulțimilor A din X astfel încât A > (x) pentru orice x £ A; de aici unicitatea acestei topologii dacă aceasta din urmă există Dar multimea £) satisface evident axiomele (Oi) si (Oi); pentru (O() aceasta decurge direct din (Vj), iar pentru (On) din (Vn) Rămâne de verificat că pentru topologia definită de mulțimea (c), (a:) este mulțimea tuturor vecinătăților punctul x pentru fiecare χ e X Din (Vj) rezultă că oricare SETURI DESCHISE; CARTIER; MĂRIMI ÎNCHISE vecinătatea punctului x aparține lui ( :) Invers, fie Vț S (x) și U mulțimea acelor puncte y pentru care V £ B (y); să arătăm că x £ U, UcV și U £ £>, ceea ce completează demonstrația Dar x e U, pentru £ -iB(x); UcV, deoarece fiecare punct y £ U aparține lui V în virtutea lui (VPI) și ipoteza că V £ (y) Prin urmare, rămâne să arătăm că, adică, că U ^ (y) pentru toate y e U; dar (Fig ) dacă y £ U, atunci conform (VIV) există o mulțime W £ S(z) astfel încât V £ S(z) pentru orice z £ W Deoarece V £ (z) înseamnă că zg U , apoi Wa: U, de unde, având în vedere (Vj) U, care trebuia dovedit Propoziţia arată că topologia din X poate fi definită prin specificarea mulţimilor ^(x) de vecinătăţi de puncte din X supuse numai axiomelor (V,), (Vu), (VIP) şi (V V) Exemplu Să definim topologia în mulțimea Q a tuturor numerelor raționale, luând pentru mulțimi deschise toate uniunile posibile ale intervalelor deschise mărginite', axioma ( ;) este îndeplinită în mod evident și pentru a verifica îndeplinirea axiomei (Oc) ), este suficient de observat că dacă intersecția a două intervale deschise ]a , și |c, nu este goală, atunci este un interval deschis a, fjf, unde a=sup(a, c), f =inf( ) , d) Aceeași topologie se obține dacă, pentru fiecare Q, definim mulțimea ED(x) a tuturor vecinătăților acestui punct ca mulțimea tuturor submulțimii din Q, fiecare conținând un interval deschis căruia îi aparține x Spațiul topologic obținut prin dotarea lui Q cu topologia descrisă se numește linie rațională (vezi Cap IV, § , n° ) Rețineți că fiecare interval deschis din acest spațiu este un set deschis °Topologia din mulțimea R a tuturor numerelor reale este definită în același mod; R dotat cu această topologie se numește linie numerică (vezi § , exercițiul și cap IV, § , § ) Sisteme fundamentale de vecinătate; baze de topologie Definiția Un sistem fundamental de vecinătăți ale unui punct x (respectiv o mulțime X) într-un spațiu topologic X este orice mulțime de vecinătăți x (resp A) care are proprietatea că pentru orice vecinătate V a unui punct x (respectiv o mulțime ) există vecinătate a lui W astfel încât WcV STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § Astfel, dacă $ este un sistem fundamental de vecinătăți al unei mulțimi A în X, atunci fiecare intersecție a unui număr finit de mulțimi din (c) conține o mulțime din Exemple ) Într-un spațiu discret (n° ) mulțimea {x} formează ea însăși un sistem fundamental de vecinătăți ale punctului x ) Pe dreapta rațională Q (n° ), mulțimea tuturor intervalelor deschise care conțin punctul x este un sistem fundamental de vecinătăți ale acestui punct Același lucru se poate spune despre mulțimea de deschise intervalele -, x+ -|, precum și în mulțimea intervalelor închise |x-x+'~|> unde n ia toate valorile întregi > sau doar o secvență infinită strict crescătoare de valori întregi > "Afirmațiile similare sunt adevărate pentru dreapta numerică Definiția O bază topologică a unui spațiu topologic X este orice mulțime de mulțimi deschise din X astfel încât orice mulțime deschisă din X este uniunea mulțimilor aparținând lui Propoziția Pentru ca mulțimea de mulțimi deschise ale unui spațiu topologic X să fie o bază a topologiei sale, este necesar și suficient ca pentru orice χ £ X mulțimea tuturor V £ astfel încât x £ V să fie un sistem fundamental a cartierelor lui x Necesitatea afecțiunii este evidentă În schimb, dacă condiția este îndeplinită, atunci pentru orice mulțime deschisă U și orice r £ U există o mulțime deschisă V x £ astfel încât x £ U Unirea tuturor Vx(xțU) coincide astfel cu U, ceea ce completează dovada EXEMPLE ) Mulțimea tuturor mulțimilor de un punct este baza topologiei discrete ) Mulțimea tuturor intervalelor deschise mărginite este, prin definiție, o bază pentru topologia dreptei raționale (n° ) "Setul tuturor intervalelor deschise mărginite este, de asemenea, o bază pentru topologia dreptei reale o L SETURI DESCHISE; CARTIER; SETURI ÎNCHISE Seturi închise L- Definiție Mulțimile închise dintr-un spațiu topologic X sunt complemente ale mulțimilor deschise Prin trecerea la complemente, axiomele ( ^ și ( u) sunt transformate, respectiv, după cum urmează: (Oi) Orice intersecție de mulțimi închise este o mulțime închisă (Ots) Unirea oricărei familii finite de mulțimi închise este o mulțime închisă Mulțimea goală și întregul spațiu X sunt închise (și deci deschis-închis, vezi § II) Pe dreapta rațională, fiecare interval de forma [a, -+[ este o mulțime închisă, deoarece complementul său J-"-, a] este deschis; ne asigurăm de asemenea că fiecare interval de forma | [ și ]"-, b], este o mulțime închisă Mulțimea Z a tuturor numerelor întregi raționale este închisă pe linia rațională deoarece complementul său \n,n + [ este deschis, nez O acoperire (F\ei) a unei mulțimi A într-un spațiu topologic X se spune că este închisă dacă toate F sunt închise în X Homeomorfismul / al unui spațiu topologic X pe un spațiu topologic X' (n° ) poate fi de asemenea caracterizat ca o bijecție a lui X pe X' astfel încât imaginea oricărei mulțimi închise din X este o mulțime închisă în X', și imaginea inversă a oricărei mulțimi închise din X' este set închis în X Familii local finite Definiția O familie (X() / de submulțimi ale unui spațiu topologic X este numită local finită dacă pentru orice punct χ £ X există o vecinătate V a acestuia astfel încât V ∩ La pentru toți indici cu excepția unui număr finit i£/ Multimele submultimi ale lui X se numesc local finite daca familia de multimi definita prin maparea identitarii (r) asupra ei insusi este local finita STRUCTURI TOPOLOGICE GL eu, eu Este clar că dacă (Λ(Λ)φe/ este o familie local finită de mulțimi și B cA pentru orice i £/, atunci familia ( ,) / este și local finită Evident, fiecare familie finită de submulțimi a unui spațiu topologic X este local finită, dar inversul nu este adevărat °De exemplu, în R capacul deschis format din intervalul ]■"-, [ și intervalele ]n, -+[ cu orice numere întregi n^sO este local finit; totuși, fiecare interval jn, -+[ intersectează un număr infinit de mulțimi ale acoperirii specificate Propozitia Unirea unei familii local finite de multimi inchise a unui spatiu topologic X este inchisa in X Într-adevăr, fie (F)ief o familie finită local de mulțimi închise în X și fie punctul χ e X să nu aparțină Ft; există o vecinătate V a punctului x cu ie/ nevide intersecţie numai cu mulţimile Ft ai căror indici formează o submulţime finită J în I Pe de altă parte, pentru orice і ∈ J mulţimea [ ,=CFt este deschisă şi conţine; deci concluzionăm că CF conține vecinătatea V f) U, punctul x În virtutea propunerii ib J CF este deschis și, în consecință, F este închis Rețineți că uniunea unei familii arbitrare de mulțimi închise în X nu este neapărat închisă; de exemplu, pe dreapta raţională Q mulţimea | , |, fiind uniunea mulţimilor închise |-i-, -i-j (n> ), nu este închisă Interior, închidere, delimitare a unui set, pretutindeni seturi dense Definiție Un punct x al unui spațiu topologic X se numește punct interior al unei mulțimi A dacă A este o vecinătate a lui x Mulțimea tuturor punctelor interioare ale unei mulțimi A se numește interiorul acesteia și se notează cu A Prin definițiile și , x este un punct interior al unei mulțimi A dacă există o mulțime deschisă care este conținută de A și conține n; rezultă că A este uniunea tuturor deschise# pentru a DESCHI SETURI; CARTIER; SEȚURI ÎNCHISE de seturi conținute în A, adică cel mai mare set deschis conținut în A; cu alte cuvinte, dacă B este o mulțime deschisă conținută în A, atunci BaA Prin urmare, dacă A și B sunt mulțimi în X astfel încât Bc A, atunci Bc A\ pentru ca A să fie o vecinătate a lui B este necesar și suficient ca Bc A Cometariu Interiorul unui set nevid poate fi gol; acesta este cazul pentru o mulțime de un punct, cu excepția cazului în care este deschisă, de exemplu, pentru o mulțime de un punct pe dreapta rațională ° (sau pe dreapta reală) Propunerea mai poate fi formulată după cum urmează; Pentru ca un set să fie deschis, este necesar și suficient ca acesta să coincidă cu interiorul său Din proprietatea (VI) (n° ) rezultă că orice punct care este interior simultan pentru două seturi A și B va fi interior pentru A P B\, deci = ( ) Orice punct interior al complementului unei mulțimi A se numește exterior lui A, iar mulțimea acestor puncte este numită exteriorul lui A în X; astfel, un punct n e X exterior lui A se caracterizează prin faptul că are o vecinătate care nu intersectează A Definiția Se spune că x este un punct de contact al unei mulțimi A într-un spațiu topologic X dacă vreuna din vecinătățile sale se intersectează cu A Mulțimea tuturor punctelor de contact ale unei mulțimi A se numește închiderea ei și se notează cu A Această definiție poate fi exprimată și spunând că x este un punct de contact al unei mulțimi A dacă există puncte în A care sunt arbitrar apropiate de x Orice punct care nu este un punct de contact al mulțimii A va fi extern lui A și invers; astfel, formulele (duale între ele) sunt valabile: O SL=SL, SA^SA ■ ( ) STRUCTURILE TOPOLOGICE CAPITOLUL I § Prin urmare, oricărei propoziții despre interiorul unei mulțimi îi corespunde o propoziție de închidere duală (Teor pl , Rezumatul rezultatelor, § , iG și § , § ) și invers În special, închiderea lui A este cel mai mic set închis care conține A; cu alte cuvinte, dacă B este o mulțime închisă care conține A, atunci A a: B Dacă A și B sunt două mulțimi din X astfel încât AcB, atunci C B Pentru ca un set să fie închis, este necesar și suficient ca acesta să coincidă cu închiderea lui Formula ( ) corespunde formulei duale uB = (jB ( ) Propoziția Dacă A este o mulțime deschisă în X, atunci pentru orice B cu X formula A P V s P V ( ) Într-adevăr, dacă x e A este un punct de contact al mulțimii B, atunci pentru orice vecinătate V a acestui punct mulțimea V Π va fi și o vecinătate a lui x, deoarece este deschis; prin urmare, V P P V nu este gol și, prin urmare, x este punctul de contact pentru P V Dacă X este un punct de contact al mulțimii care nu aparține lui , atunci fiecare vecinătate a acestui punct conține un punct din A altul decât x; dacă x e , atunci se poate întâmpla să existe o vecinătate a punctului x care să nu conţină niciun punct din diferit de x; in acest caz spunem ca x este un punct izolat al multimii A; în special, x este un punct izolat al întregului spațiu X dacă și numai dacă {x} este o mulțime deschisă O mulțime închisă fără puncte izolate se numește perfectă Definiția I Un punct x al unui spațiu topologic X se numește punct limită al unei mulțimi A dacă este un punct de contact simultan pentru A și pentru C ; o multime de EXERCIȚII a tuturor punctelor limită ale unei mulțimi A se numește granița acestei mulțimi , Astfel, granița mulțimii A este mulțimea închisă LpSL Punctul de limita x al multimii A se caracterizeaza prin faptul ca oricare dintre vecinatatii sale contine cel putin un punct din si cel putin un punct din SD; punctul x însuși poate aparține sau nu lui A Limita lui A coincide cu limita lui SL; dacă luăm interiorul lui A, exteriorul lui A și granița lui A, atunci cele din aceste trei mulțimi care nu sunt goale formează o partiție a spațiului X Definiția Se spune că o submulțime A a unui spațiu topologic X este dens în X (sau de asemenea peste tot, atunci când ambiguitatea despre X nu poate apărea) dacă A = X, adică dacă pentru orice mulțime deschisă nevide U din X, intersecția U П L nu este goală EXEMPLE °În cap IV, § , vom vedea că mulțimea tuturor numerelor raționale și complementul său sunt peste tot dense pe dreapta reală, atunci fiecare mulțime nevidă este peste tot densă Propoziția Dacă este o bază pentru topologia unui spațiu topologic X, atunci X are o mulțime densă peste tot D astfel încât Cârd (Z)) → Card ( ) Într-adevăr, ne putem limita la cazul în care mulțimile lui nu sunt goale (deja mulțimile nevide de formează o bază a topologiei din X); atunci fie xx un punct în U pentru orice U £ ; Propoziţia implică faptul că mulţimea D punctelor xi este densă în X; şi, mai mult, Card(Z)) Cârd ( ) (Multiple Theor , Ch III, § , propoziţia ) Exerciții ) Găsiți toate topologiile într-un set de două sau trei elemente ) a) Fie X o mulțime ordonată Arătaţi că mulţimea intervalelor [x, -+[ (resp ]■"-, x]) este baza unei topologii X; o vom numi topologia dreapta (resp stânga) Pentru dreptate* STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § topologie, orice intersecție de mulțimi deschise este o mulțime deschisă; închiderea mulţimii {x} este intervalul ]"-, x] b) Un spațiu topologic X se numește spațiu Kolmogorov dacă îndeplinește următoarea condiție: pentru oricare două puncte distincte x, x din X există o vecinătate a unuia , dintre care nu îl conține pe celălalt Arătați că o mulțime ordonată dotată cu topologia corectă este un spațiu Kolmogorov c) Fie X un spațiu Kolmogorov în care fiecare intersecție de mulțimi deschise este o mulțime deschisă Arătați că x e {x'} este o relație de ordine între x și x' în X și că dacă este scrisă ca x JW o astfel de hartă p(X) în sine, că: ° = ; ° Мс М pentru orice МсХ; ° ~M = M pentru orice Мс Х\ ° pentru orice ІсХ, NcX Spectacol, că în X există și, în plus, o topologie unică în care M este închiderea lui M pentru orice MczX [Definiți seturi închise în această topologie ] *) Un exemplu de spațiu în care (Dlv) este satisfăcut, dar nu are loc nici (Dn) și nici (Dnl), vezi exercițiul § Un exemplu de spațiu în care (DH) și (D H) sunt satisfăcute, dar nu ține (Di), vezi Exercițiul § Cap IX (ed a II-a) Pentru exemple de spații în care doar una dintre condițiile (Du), (DIU) este îndeplinită, vezi Exercițiul § °Într-un spațiu metric, proprietățile (D|) și (DIV) sunt echivalente: Propunerea , § , Capitolul IX (ed a II-a) arată că (D^ și (Du) sunt echivalente; pe de altă parte, dacă ( DIV) este satisfăcută, atunci pentru orice η există o mulțime numărabilă maximă ^n - ( ?nH )m^o de bile disjunse în perechi de raza n care conțin toate aceste bile peste tot dens; STRUCTURA TEPOLOGICĂ CAP I § § Funcţii continue I Funcţii continue Definiție O mapare f a unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic X' se spune că este continuă într-un punct x dacă pentru orice vecinătate V a punctului f(x ) în X' există o vecinătate V a punctului x în X astfel încât x£V implică Mev Această definiție poate fi dată după următoarea formă, mai ilustrativă: afirmația că / este continuă în punctul x înseamnă că f(x) este în mod arbitrar apropiat de f(x )' atâta timp cât x este suficient de aproape de x Relația "}(x)£V pentru toate x£Vi> este echivalentă cu relația " /(Y)cY' sau de asemenea V af (Y'); ținând cont de axioma vecinătăților (V()), concluzionăm că definiția este echivalentă cu următoarea: spunem că maparea /: X - + X' este continuă în - punctul x dacă imaginea inversă /(Y') a oricărei vecinătăți V în X' a punctului f(x ) este o vecinătate a punctului x în X Totuși, este suficient, " că /(Y') să fie o vecinătate a lui x pentru orice vecinătate a lui Y' aparținând unui sistem fundamental de vecinătăți al punctului f(x ) din X' (§ , n° ) Propoziţia Gol} este o mapare a unui spaţiu topologic X într-un spaţiu topologic X' Dacă / este continuă într-un punct x și x este un punct de contact al unei mulțimi A în X, atunci f(x) este un punct de contact al unei mulțimi f(A) în X' Într-adevăr, fie Y' o vecinătate a punctului /(x) în X'-, deoarece " - / (Y') este o vecinătate a punctului x în X, există un punct f(y) £ f (A) A Y'; aceasta dovedește că f(x) este un punct de contact al mulțimii f(A) Propozitia Fie X, X', X" spatii topologice, / fie o mapare de la X la X' continua in punctul x e X, g o mapare de la X' la X" continua in punctul f(x) Atunci harta compozită h - g°f a spațiului X în X" este continuă în punctul x FUNCȚII CONTINUE Într-adevăr, fie V" o vecinătate a punctului f(m)^(/(m)) în - X"; având în vedere continuitatea lui g în punctul f(x), g(V") este o vecinătate - - a punctului f(x) în X'-, deoarece / este continuă în punctul x , / (g(V")) = - -h (Y") este o vecinătate a lui x în X, ceea ce demonstrează propoziția Definiție O mapare dintr-un spațiu topologic X la un spațiu topologic X' se spune că este continuă pe X (sau pur și simplu continuă) dacă este continuă în fiecare punct din X Exemple ) Maparea identității unui spațiu topologic X pe sine este continuă ) O mapare constantă de la un spațiu topologic la un spațiu topologic este continuă ) Orice mapare a unui spațiu discret într-un spațiu topologic este continuă Teorema Fie / o mapare a unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic X'\ următoarele proprietăți sunt echivalente: a) / este continuă pe X; b) f(A)czf(A) pentru orice ACX; c) imaginea inversă a oricărei mulţimi închise din X' este o mulţime închisă din X; d) preimaginea oricărui set deschis din X' este un set deschis din X Am văzut deja că a) implică b) (Propunerea ) Să arătăm -' că b) implică c): fie F' o mulţime închisă în X' şi Γ=/(F'); prin presupunere avem f(F)cf(F)cF'-F', de unde Fcf(F')=* =*FcF, adică F-F și F este închis, c) implică d) în virtutea faptului că - unsprezece C/(A')=/(C') pentru orice A' C X' Fie, în sfârșit, d); pentru orice χ £ X și orice vecinătate V a punctului Ux) din X' există o mulțime deschisă A' în X' astfel încât f(x) £ A'cz¥'; STRUCTURILE TOPOLOGICE CAPITOLUL I ! î - - - -I - atunci x£f(A')cf(V) şi, întrucât /(A') este deschis, /(V') este o vecinătate a punctului x din X, ceea ce demonstrează că d) implică a) Remarci ) Fie S o bază (§ , n* ) a unei topologii în X'; pentru ca f: X -* X' sa fie continuu este necesar si suficient ca /(U') sa fie deschis in X pentru orice U' £ J Exemple Fie a un număr rațional; maparea x α-{-x a dreptei raționale Q și ea însăși este continuă pe Q, deoarece preimaginea intervalului deschis ]b, c[ față de această mapare este intervalul deschis ]b-a, c-a) Maparea x>->ax este de asemenea continuă pe Q: acest lucru este evident dacă a= , deoarece atunci ax*= pentru orice x; dacă a/ , atunci imaginea prealabilă a intervalului deschis ]b, c[ este j b despre interval deschis cu capete - și ) Sub o mapare continuă de la X la X', imaginea unui set deschis (respectiv închis) în X nu trebuie să fie un set deschis (respectiv închis) în X' (vezi § ) Exemplu 'Afișaj /: x +x" linia numerică R în el însuși continuu, dar / (R) este un interval semideschis | , ] și nu este nici deschis, nici închis în Ro TEOREMA ° Fie f: X -+X' şi g: X'-+X" mapări continue, atunci g "/: X-+X" este continuă ° Pentru ca bijecția / a unui spațiu topologic X la un spațiu topologic X' să fie un homeomorfism, este necesar și suficient ca atât f cât și bijecția g inversă cu / să fie continue (sau, după cum se spune, ca / să fie reciproc continuu) ■ Prima afirmaţie este o consecinţă directă a Propoziţiei ; a doua rezultă din Teorema d și definiția unui homeomorfism (§ , n° ) Remarci ) Poate exista o bijecție continuă a unui spațiu topologic X pe un spațiu topologic X' care nu este reciproc continuu! obținem un exemplu luând g FUNCȚII CONTINUE X' este linia raţională Q, iar X este mulţimea Q dotată cu topologia discretă; maparea identităţii X^-X' va fi continuă, dar nu va fi un homeomorfism ) Pentru a verifica că bijecția continuă /: X -* X' este un homeomorfism, este suficient să demonstrăm că /(Y) este o vecinătate a punctului /(x) în X' pentru orice punct x e X și orice vecinătate V din ea ) Fie X un spațiu topologic și S (x) pentru fiecare x e X mulțimea tuturor vecinătăților lui x Fie x un punct în X; definim pentru fiecare χ e X multimea S (x) de submultimi ale lui X astfel: (x ) - Qj(x ), iar daca xytx , atunci S(x) este multimea tuturor submultimii lui X care contin x Se poate verifica direct (§ , Propunerea ) că (x) sunt mulțimi de vecinătăți ale punctelor x din X pentru o topologie din X; să notăm cu Xo spațiul topologic astfel obținut și cu / harta identitară Xo -" X, care este continuă, dar deloc continuă reciprocă Pentru ca maparea / a spațiului X la spațiul topologic X' să fie continuă în punctul x , este necesar și suficient ca dacă maparea stivuită X -"X-"X' a fost continuă pe Xo, ceea ce decurge direct din definiții Compararea topologiilor Teorema arată că mapările continue pot fi luate ca morfisme ale structurilor topologice (Teor pl , Ch IV, § , n° ); vom presupune întotdeauna în cele ce urmează că s-a făcut această alegere a morfismelor În conformitate cu definițiile generale (Theor Multiply, Ch IV, § , itemul ), aceasta ne permite să definim relația de ordine în mulțimea tuturor topologiilor din aceeași mulțime X- Definiție Fie date topologii într-una și același set X; se spune că se majorizează (și că JTJ este majorat dacă harta de identitate Xr-yXl, unde Xt este o mulțime X dotată cu topologia i g J este o mulțime deschisă în Y astfel încât V conține /, (U,), adică J - iar g(z) aparține acestui ultim set Dar g (U)e (/, ( ,)), iar ipoteza implică că fiecare dintre mulțimile I ∈ J - - - g (f, (EQ) este o vecinătate a lui z în Z; în consecință, g (V) este și o vecinătate a lui z în Z, ceea ce completează demonstrația Fie o bază a topologiei în Y, (ig Z); notează cu S' - set de submulțimi posibile din X de forma unde ( , £ , pentru orice і € !• Este imediat clar că mulțimea ' de intersecții ale tuturor familiilor finite posibile de mulțimi din (c)' este, de asemenea, o bază a topologiei Proprietățile generale ale structurilor inițiale (Teoria Multiple, Cap IV, § , itemul , criteriul CST ) implică, în special, următoarea proprietate de tranzitivitate (care este totuși imediat evidentă): Propozitia Fie X o multime, (Zt)ie/ o familie de spatii topologice, sa fie o partitie a lui I, si fie o familie de multimi avand ca multime de index L În cele din urmă, fie fx pentru fiecare XgL maparea lui X la Yx, iar gA pentru orice X g L ui g Jx maparea lui Yx la Z; apoi setăm f, = g, \o /rx Înzestrăm fiecare Vx cu cea mai slabă dintre topologiile sub care toate gA (ig Jx) sunt continue; atunci cea mai slabă dintre topologiile din X sub care toate flt sunt continue coincide cu cea mai slabă dintre topologiile sub care toate /rx sunt continue Exemple I Prototipul topologiei Fie X o mulțime, Y un spațiu topologic, / o mapare de la X la Y; cea mai slabă topologie din X care păstrează continuitatea lui / se numește imaginea inversă față de / a topologiei spațiului Y Din Propoziția și formulele care exprimă imaginile inverse de unire și intersecție (Multiplicatorul teoretic, Rezumatul rezultatelor) , § , formulele ( ) și ( )) , rezultă că seturile deschise (respectiv închise) pentru a Γ sunt imaginile inverse ale secțiunilor relativ / deschise (respectiv închise) FUNCȚII CONTINUE gest din Y; în consecință, pentru fiecare χ e X, mulțimile f(W), unde W trece prin sistemul fundamental de vecinătăți ale lui f(x) în Y, formează sistemul fundamental de vecinătăți ale lui x în Y; X dotat cu această topologie se numește apoi subspațiu al spațiului Y (vezi § , n° ) Pentru ca o mapare / a unui spațiu topologic X la un spațiu topologic X' să fie continuă, este necesar și suficient ca topologia lui X să majoreze imaginea inversă a topologiei X' față de / II Limita superioară a unui set de topologii Fiecare familie de topologii dintr-o mulțime X are o limită superioară &Γ in setul ordonat al tuturor topologiilor din X, adică dintre topologiile din X care domină toate U Atunci ΓΓ este cea mai slaba dintre topologiile pentru care toate /, sunt continue Fie acum (r) o multime arbitrara de submultimi ale multimii X; dintre toate topologiile £Γ din X pentru care fiecare mulțime din (r) este deschisă, există cel mai slab se numeşte sistemul de generatoare a topologiei JT III Produsul topologiilor Fie (X(x) / o familie de spații topologice; cea mai slabă dintre topologii din produsul X = η = ηη, pentru care toate proiecțiile prj sunt continue: eu e i se numește produsul spațiilor citologice Xf; am studiat ep mai detaliat în § - STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I § Topologii finale Propozitia Fie X o multime (UDc/ este o familie de spatii topologice, f, pentru fiecare i C este o mapare a lui Y in X Fie £) multimea tuturor submultimii U din X astfel că f^U) este deschis pentru orice igZ; D este mulțimea tuturor mulțimilor deschise pentru topologia aT în X, care este structura finală în X în raport cu familia (D) (Teor Multiply, Ch IV, § , itemul ) și, în special, cea mai puternică dintre acele topologii din X, pentru care toate D sunt continue Cu alte cuvinte, pentru ca o hartă g a unei mulțimi X înzestrată cu topologia aT la un spațiu topologic Z să fie continuă, este necesar și suficient ca fiecare dintre hărțile g°D să fie continuă Se verifică direct că t) satisface axiomele ( ,) și (On) (Teor pl , Rezumatul rezultatelor, § , formulele ( ) și ( )); să demonstrăm ultima afirmaţie a propoziţiei, care va atrage restul în virtutea proprietăţilor generale ale structurilor finale (Theor multiplicator, Ch IV, § , § , CST criteriul ) Din definiția (c) este clar că atunci când X este înzestrat cu topologia S" toți ∆ sunt continui (Teorema ); prin urmare, dacă g este continuu, atunci și g ∩ ∆ (Teorema ) În schimb, să presupunem că toți g ° f sunt continue, și fie V o mulțime deschisă în Z, prin presupunere multimea D ( g (V)) este deschisa in Y, pentru orice ig I; deci - g (V) € £), care completează demonstrația Consecinţă În condițiile Propoziției , pentru ca mulțimea F din X să fie închisă în topologia aT, este necesar și - este suficient ca f, (F) să fie închis în Y, pentru orice i G I Acest lucru este obținut din definiția seturilor de topologii deschise și mergând la complemente Proprietățile generale ale structurilor finale (Teoria Multiplei, Cap IV, § , itemul , criteriul CST ) implică următoarea (și imediat evidentă) proprietate de tranzitivitate: Propozitia Fie X o multime, (Zt)iei o familie de spatii topologice, (J\)xg£ o partitie a lui I, iar (Yx)xe/ •* FUNCȚII CONTINUE o familie de multimi care are L ca multime de indici În cele din urmă, fie hy pentru fiecare XgL maparea lui Yx la X, iar g^ pentru orice ĂgL și ig Jx maparea lui Zt la Yx; apoi setăm I, = K ° g) t Înzestrăm fiecare Vx cu cea mai puternică dintre topologiile sub care toate g^ (ig Jx) sunt continue Atunci cea mai puternică topologie din X sub care toți ft sunt continui coincide cu cea mai puternică topologie sub care toate fx sunt continue Exemple I Topologie factorială Fie X un spațiu topologic, R o relație de echivalență în X, Y - X/R multimea de factori a lui X în R și X sunt continue Atunci pentru orice X £ L mulțimea Xy este deschisă (respectiv închisă) în X dotată cu topologia aT și topologia pe care S~ o induce în Hu, se potrivește cu X Să considerăm o relație de echivalență B în X care are proprietatea pe care o are fiecare clasă de echivalență din R S FUNCȚII CONTINUE fiecare Xx cel mult un element', fie X|I pentru fiecare pereche de indici (X, p) să desemneze submulțimea lui Xx formată din acele elemente ale lui x pentru care există un element aparținând care aparține aceleiași clase de echivalență cu x Este clar că fiecărui punct χ e λXu îi corespunde și, în plus, un punct unic y e A^ congruent cu x mod R (I) pentru fiecare X £ L există o mapare identică a mulţimii Axx=Xx pe sine; (II) h^xjța^ și L, x (i;) \u d H (Aix (a;)) C ) pentru fiecare triplu de indici (X, p, v) din L și fiecare x £ X( ∩ Xv Dimpotrivă, să fie dată pentru fiecare pereche de indici (X, p) o mulțime AX LeXx și o hartă /uX: AX|, -> -AxX care satisface condițiile (I) și (II) Din condiția (II) aplicată triplelor (X, p, X) și (p, X, p), rezultă în primul rând că /iX]A o h > t (resp o rXp ) este restricția lui hn (resp h^) la AH]A (resp A și X), de unde rezultă în virtutea (I) că u sunt bijecții reciproc inverse Fie atunci R { x, J y} să însemne relația "există X, p astfel încât x C LX|I, y C AuX și Y'~\x(x)" Din cele precedente și (I) rezultă că R este reflexiv și simetric; pe de altă parte, dacă x £ AXpi, y=b^(x) £ € Ap x P Auv și z=h^(y), Tox=h^(y), de unde, conform (II), x C AX| P AXV; astfel relația ( ) demonstrează că R este tranzitivă și astfel R este o relație de echivalență în X În același timp, din (I) și din definiția lui R rezultă că fiecare clasă de echivalență din R are cel mult un element în fiecare Xx și că AX( L este mulțimea acelor x £ Xx pentru care y £ Xx există congruent cu n mod R Spunem că mulțimea cât X/R se obține prin lipirea mulțimilor Xx peste mulțimile AX( ) prin mijlocul bijecțiilor h^ Restricționarea mapării canonice TX topologia sa Înzestrăm mulțimea X/R cu cea mai puternică topologie , care lasă toate hărțile -X I În general, topologia pe care Xx o induce este majorată de topologia lui x, dar nu coincide cu aceasta din urmă, chiar dacă toate f și X sunt homeomorfisme (§ , exercițiul ) Cu toate acestea, Propunerea implică, în notația anterioară: Propozitia Fie toti h, ^ homeomorfisme si fiecare LXu sa fie deschis (respectiv inchis) in Xx; atunci fiecare [Comparaţie cap IV, ed a -a, § , exercițiul c ] d) Dacă X este o mulțime bine ordonată (Teor pl , Ch III, § ), atunci topologia Γ+(X) este discretă, iar topologiile $~ (X) și (X) coincid * ) O topologie dintr-o mulțime X se spune a fi cvasimaximală dacă este maximă în mulțimea tuturor topologiilor pentru care X nu are puncte izolate a) Arătați echivalența următoarelor proprietăți de topologie în X: a) ^ "cvasimaximal; P) X dotat cu topologia Γ nu are puncte izolate, iar orice mulțime din X care nu are puncte izolate este deschisă b) Fie X un spațiu Kolmogorov (§ , exercițiul ) în care fiecare mulțime deschisă nevidă este infinită Arătați că X are o topologie cvasi-maximală care o majorează pe cea dată [Arătați că mulțimea de topologii din X astfel încât toate mulțimile deschise nevide sunt infinite este inductivă și utilizați exercițiul d din § ] * ) Pentru orice multime X notam cu φ (X) multimea tuturor submultimilor sale nevide a) Fie X un spațiu topologic nevid Notăm cu ^~a (resp ^^) cea mai slabă dintre topologiile din $ (X) care au proprietatea că |i (A) este deschis (resp închis) în S[> (X) pentru orice non - gol deschis (respectiv închis) set A din X STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § Pentru a arăta că, în general, aceste două topologii sunt incomparabile și că maparea xx -> {n} este un homeomorfism al spațiului X pe un subspațiu al spațiului ^(X) dotat cu oricare dintre topologiile $~a, $~φ , b) Fie D o mulțime densă în X; arătați că mulțimea (&(P) tuturor submulților finite nevide ale lui D este densă în φ (X) pentru fiecare dintre topologiile ξ~a, &φ c) Topologia este majorată de topologia stângă în φ (X) ordonată după relația de includere (§ , Exercițiul ) Pentru ca Λ φ φo(X) să fie un punct izolat în topologia ξ"a, este necesar și suficient ca A = [x], unde χ este un punct izolat în X; topologia TO) în sine, atunci harta (M, A '} >-*■ M (JN al spațiului Spo(X)Xf(|(X) în Șf (X) este continuă e) Să se arate că dacă φ (X) este dotat cu topologia $~φ, atunci harta Μ i -> M este continuă f) Fie X și Y spații topologice, și fie /: X -> Y o mapare continuă Să se arate că dacă φ (X) și $ (Y) sunt ambele dotate cu topologia f(M) a spațiului $ (X) ) în este continuă g) Fie X și Z spații topologice; pentru ca maparea /: Z -> $ (X) să fie continuă atunci când φ (X) este dotat cu topologia ξη (resp ^"φ), este necesar și suficient ca pentru fiecare închis (resp deschis) set A în X mulțimea acelor zgZ pentru care f(z)f)A^ a fost închis (respectiv deschis) în Z * ) Fie X o mulțime, c un număr cardinal, fie infinit, fie egal cu Mulțimea părților lui X, compusă din X și acele AfcX pentru care Card(Af) Car Card(X), atunci topologia discretă este necesară ] ) a) Arătați în condițiile propoziției că cea mai slabă dintre topologiile din X sub care totul este continuu este și cea mai puternică dintre topologiile din X cu următoarea proprietate: SUBSPAȚII; FACTORUL DE SPAȚIU orice mapare g a unui spațiu topologic Z în X (dotat cu topologia $~) astfel încât toate până la g sunt continue este continuă b) Arătați, în condițiile Propoziției , că cea mai puternică dintre topologiile din X, în care toate /, sunt continue, este și cea mai slabă dintre topologiile lui X cu următoarea proprietate: orice mapare g a spațiului X ( dotat cu topologia ^Γ) în spațiul topologic Z este astfel încât toate g o D sunt continue, continue ) Fie W) un set de topologii cu filtrare ascendentă fără puncte izolate din mulțimea X Să se arate că supremamul mulțimii J din mulțimea tuturor topologiilor din X este o topologie fără puncte izolate * ) Un spațiu topologic X se numește rezolvabil dacă conține două mulțimi complementare reciproc, fiecare dintre ele fiind densă peste tot a) Un spațiu topologic rezolvabil X nu are puncte izolate și fiecare subspațiu deschis al acestuia este rezolvabil În schimb, dacă este o mulțime de mulțimi deschise nevide din X, astfel încât fiecare subspațiu deschis U£ este decidabil și fiecare mulțime deschisă nevide din X conține o mulțime de , atunci X este decidabil [Luați în considerare familia maximă de seturi deschise disjunse în perechi de ] b) Dacă un spațiu X Kolmogorov este decidabil, atunci fiecare mulțime deschisă nevidă din X este infinită [Folosiți exercițiul d § ] c) Fie X un spațiu topologic astfel încât: ° cea mai mică cardinalitate b a mulțimilor deschise nevide din X este infinită; ° există o bază iH a topologiei în X pentru care Card($ ) este un sistem de generatoare (resp a bază) al topologiei spațiului X (§ , n° , Exemplul II), atunci urma lui pe A este un sistem de generatoare (respect a bază) de topologia indusă în A În toate întrebările în care apar puncte sau submulțimi ale lui A, trebuie să distingem cu atenție proprietățile lor ca puncte (respectiv submulțimi) ale spațiului X de proprietățile lor ca puncte (respectiv submulțimi) ale subspațiului A Această distincție se realizează prin utilizarea expresiei " în A", "în raport cu A" sau "în raport cu A" pentru a indica proprietățile celei de-a doua categorii (uneori spre deosebire de expresiile "în X", "în raport cu X", "față de X") • O mulțime deschisă într-un subspațiu A nu este neapărat deschisă în Xi pentru ca orice mulțime deschisă din A să fie deschisă în X, este necesar și suficient ca A să fie deschis în X Într-adevăr, condiția este necesară, deoarece A este deschis față de A; este suficient datorită (Ou) și Definiției Mulțimile închise din A sunt urme pe A ale mulțimilor închise din X (§ , § , Exemplul I); Ca mai sus, vedem că pentru ca orice mulțime închisă din A să fie închisă în X, este necesar și suficient ca A să fie închis în X SUBSPAȚII; FACTORUL DE SPAȚIU Vecinătățile unui punct x e A față de A sunt urme pe A ale vecinătăților lui x față de X\ pentru ca orice vecinătate a unui punct x față de A să fie o vecinătate a unui punct x față de X, aceasta este necesar și suficient ca A să fie o vecinătate a unui punct x din X Propozitia Daca A si B sunt submultimi ale unui spatiu topologic X, si B ⊂ A, atunci inchiderea multimii B in subspatiul A este urma de pe A a inchiderii B a multimii B in X Într-adevăr, orice vecinătate a punctului x £ A din A are forma V P A, unde V este vecinătatea punctului x din X Deoarece V P B = (V P - ) P B, atunci pentru ca x să fie un punct de contact multimea B in A, este necesar si suficient ca x sa fie punctul de contact al multimii B in X Consecinţă Pentru ca o submulțime B a lui A să fie densă în raport cu A, este necesar și suficient ca B = A în X (sau, ceea ce înseamnă același lucru, că AcB) Prin urmare, concluzionăm că dacă A, B, C sunt mulțimi în X astfel încât Az> z>C și B este dens față de A și C este dens față de B, atunci C este dens față de A (densitatea este tranzitiv) Într-adevăr, atunci A - B = C în X Propozitia Fie A un subspatiu dens peste tot al unui spatiu topologic X; atunci pentru orice punct x e A și orice vecinătate V în A a acestuia, închiderea V a acestuia din urmă în X este o vecinătate a punctului x în X Într-adevăr, V conține urma U ∩ A a unei mulțimi deschise U în X care conține x\, deci V conține UftA - U (§ , Propoziția ) Propoziția Fie (A^er o familie de submulțimi ale unui spațiu topologic X având una dintre următoarele proprietăți: a) interioarele multimilor A( formeaza o acoperire a spatiului X\ STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § b) (A t)ie/ este o acoperire închisă local finită (§ , n° ) a spațiului X În aceste condiţii, pentru ca mulţimea BcX să fie deschisă (resp închis) în X, este necesar şi suficient ca fiecare dintre seturile BO A, să fie deschis (resp închis) în Ai Necesitatea condițiilor este evidentă Pentru a demonstra suficiența, presupunem mai întâi că condiția a) este îndeplinită Deoarece (SV) Γ) A , = , - (BpA^, putem, prin dualitate, să ne limităm să luăm în considerare cazul în care fiecare CLP( este deschis față de Ac; atunci B ∆ A, este deschis în Ât pentru orice ig/ și, în consecință, este deschis în X Deoarece B=[J(BrMi) prin presupunere, B este deschis în X eu Să presupunem acum că condiția b) este îndeplinită Prin dualitate, ne putem limita din nou să luăm în considerare cazul în care fiecare dintre B P L, este închis în raport cu A; atunci B ∩ A( este închisă în X Și întrucât familia (BpAJ este local finită și B = (J(BnAi), atunci B este închisă în X prin Propoziția din § i Cometariu Fie (І/,) o acoperire deschisă a unui spațiu topologic X și pentru orice i £ I o bază pentru topologia unui subspațiu U, spațiu X Este clar că = , îs/ este o bază pentru topologia spațiului X Continuitatea în raport cu subspațiul Fie X, Y spații topologice, / o mapare a lui X în Y, B o mulțime în Y care conține /(X) Definiția topologiei induse ca topologie inițială (§ , propoziția ) arată că pentru continuitatea lui / într-un punct χ £ X este necesar și suficient ca maparea spațiului X într-un subspațiu B al spațiului Y , care are același grafic ca /, este continuă în punctul x Acum să fie A o mulțime în X; dacă / este continuă într-un punct χ e A (respectiv continuu la X), atunci restricția sa f\A prin Propoziția SUBSPAȚII; FACTORUL DE SPAȚIU § este o mapare a subspațiului A în Y, continuă în punctul x (respectiv, continuă la A) Se spune uneori că o mapare /: X -+ Y este continuă față de A într-un punct x G A (resp continuă față de Η) dacă restricția sa /|A este continuă în punctul x (resp continuă cu A) Rețineți că /|A poate fi continuu chiar dacă / nu este continuu în niciun punct din X; un exemplu în acest sens este oferit de funcția caracteristică Y o mapare continuă compatibilă cu relațiile de echivalență R și S (Multiplicarea teoretică, Rezumat al rezultate , § , pct ); atunci maparea g: X/R^Y/S obţinută din / prin factorizare (Teor Multiplă, Rezumatul rezultatelor, § , itemul ) este continuă Acesta este un caz special al proprietății generale a structurilor factorilor (Theor multiplicator, Ch IV, § , § , CST criteriul ) Propunerea (tranzitivitatea spațiilor de coeficient) Fie R și S relații de echivalență în spațiul topologic STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I § în X, unde R implică S, iar S/R este o relație de echivalență coeficientă în spațiul coeficient X/R (Teor , Rezumatul rezultatelor, § , § ) Atunci harta canonică bijectivă (X/R)/(S/R)-*X/S este un homeomorfism Acesta este un caz particular de tranzitivitate a topologiilor finale (§ , Propunerea ; cf Theor Multiplier, Ch IV, § , nr , criteriul CST ) Descompunerea canonică a unei cartografii continue Fie X, Y spații topologice, /: X -> Y o mapare continuă, R o relație de echivalență f(x) = f(y) în X Se consideră descompunerea canonică f: xLx/ ? D/(X) Du, unde φ este maparea canonică (surjectivă) a spațiului X pe spațiul coeficient X/R, φ este injecția canonică a subspațiului /(X) în Y și g este bijecția asociată cu / (Multiplicatorul teoretic, Rezumat a rezultatelor, § , nr ) În mod evident, g este continuu (prin Propunerea ), ceea ce este însă un caz special al rezultatului general asupra structurilor factoriale (cf Teor pl , Ch IV, § , § ) Dar bijecția g nu este neapărat un homeomorfism Propoziţia Fie /=φ ° g o φ descompunerea canonică a hărţii continue f: X->Y, R relaţia de echivalenţă f(x)=f(y) Următoarele trei condiții sunt echivalente: a) g este un homeomorfism al lui X/R pe f(X) b) Imaginea de sub maparea / a oricărei mulțimi deschise saturate în raport cu R este o mulțime deschisă în subspațiul f(X) c) Imaginea de sub maparea / a oricărei mulțimi închise saturate față de R este o mulțime închisă în subspațiul /(X) Într-adevăr, condiția b) (resp c)) exprimă că imaginea de sub maparea g a oricărui set deschis (respectiv închis) în X/R este un set deschis (respectiv închis) în /(X) Exemplu Fie X un spațiu topologic, (X,)l e / o acoperire a lui X, Y suma subspațiilor lui X, spațiul X, astfel încât & SUBSPAȚII; FACTORUL DE SPAȚIU există o partiție (Y,)ie/ a spațiului Y în subspații deschis-închis, iar pentru fiecare există un homeomorfism Y,-> X, Fie /: Y -► X o mapare continuă care coincide cu / pe Y pentru orice tgZ, iar R o relație de echivalență (x)=/(y); astfel, spațiul coeficient Y/H se obține prin "lipirea" spațiilor Y, (§ , n° ) Se consideră bijecția g: Y/R -+X asociată cu /; în general, g nu este un homeomorfism, așa cum arată exemplul, unde toate X sunt într-un punct și X nu este discret Totuși, dacă interioarele mulțimilor X formează o acoperire a lui X, sau (X,) este o acoperire închisă local finită a lui X, atunci g este un homeomorfism; într-adevăr, pentru orice mulțime deschisă U ⊂ Y, saturată față de R, și orice intersecție /(£ ) n X, = /, (^η^) este deschisă în Xn, astfel încât validitatea aserției rezultă din Propoziție Următoarea propoziție oferă o condiție suficientă simplă pentru ca g să fie un homeomorfism: Propozitia Fie f: X -> Y o mapare surjectiva continua, R o relatie de echivalenta /(x)=/(y) Dacă există o secțiune continuă s: Y->X asociată cu f (Teor , Ch II, § , definiția ), atunci harta g: X/R-+Y asociată cu f este un homeomorfism, așa cum este un homeomorfism al lui Y pe subspațiul k(Y) al spațiului X Într-adevăr, dacă A astfel încât u(x) să fie congruent cu x mod R pentru orice x e X, atunci f(A) = X/R și maparea canonică h: A/Ra -> X /R este un homeomorfism Într-adevăr, deoarece fiecare clasă de echivalență din R are o intersecție nevidă cu A, imaginea canonică a lui A/Ra în X/R coincide cu X/R; pe de altă parte, dacă U este deschis în A și - este saturată față de RA, atunci (U) coincide și, prin presupunere, cu mulțimea obținută prin saturarea U față de R; pentru că și nu - este discontinuu, iar (U) este deschis în X (§ , Teorema ), ceea ce demonstrează corolarul prin Propoziția Exemplu "Notați cu R relația de echivalență xs^y (mod ) pe dreapta reală R (n° , exemplu) și cu A intervalul închis [ , ]; A conține cel puțin un punct din orice clasă de echivalență din R Harta canonică A/Ra pe torul T este un homeomorfism; într-adevăr, fie F o mulţime închisă în A (şi astfel în R); pentru a satura F față de R, trebuie luată uniunea mulțimilor închise F + n (peste toate rc e Z), formând evident o familie local finită; unirea lor este astfel închisă (§ , Propunerea ), de unde rezultă afirmaţia noastră Rețineți că A/Ra se obține prin identificarea punctelor și , în A Exerciții ) Fie A, R submulțimi ale unui spațiu topologic X, unde A:eB Arata ce: a) Interiorul lui B față de X este conținut în interiorul lui B față de subspațiul A al spațiului X; dați un exemplu când aceste două seturi sunt diferite b) Limita lui B față de A este conținută în urma de pe A a limitei lui B față de X; dați un exemplu când aceste două seturi sunt diferite ) Fie A, B submulțimi arbitrare ale unui spațiu topologic X a) Să se arate că urma pe A a interiorului lui B față de X este conținută în interiorul lui BQA față de A; dați un exemplu când aceste două seturi sunt diferite STRUCTURI TOPOLOGICE cap I, § b) Arătați că urma de pe A a închiderii lui B în X conține închiderea VPA față de A; dați un exemplu când aceste două seturi sunt diferite ) Pentru ca un subspațiu A al unui spațiu topologic X să fie discret, este necesar și suficient ca fiecare punct din A să fie izolat ) Fie Y și Z subspații ale spațiului topologic X și X = Y\JZ Să setăm A=GG|SI și vom face să presupunem că A D) = Bf) A - ; dacă Y și Z sunt ambele deschise sau ambele închise, această condiție este îndeplinită a) Să se arate că pentru orice mulțime McX închiderea lui M în X este uniunea închiderii lui M[)Y față de Y și închiderea lui Aff)Z față de Z Deduceți de aici că dacă λ[)Y este închis (resp deschis) în Y și este închis ( resp deschis) în Z, apoi M este închis (respectiv deschis) în X b) Fie / o mapare dintr-un spațiu X într-un spațiu topologic X'; arătați că dacă /|Y și /|Z sunt continue, atunci / este continuă ) Fie Y și Z subspații ale unui spațiu topologic X și X = Y\JZ Arătați că mulțimea MczYftZ, care este deschisă (respectiv închis) atât în raport cu Y și Z, este deschisă (respectiv închis) în X ) Fie A un subspațiu local închis al unui spațiu topologic X Arătați că mulțimea submulțimii deschise ale lui X astfel încât A c: £ și A este închis în U are un element maxim care coincide cu complementul din X al limita lui A în raport cu A ) Arătați prin exemple că într-un spațiu topologic unirea a două mulțimi local închise și complementul la o mulțime local închisă nu sunt neapărat local închise ) Fie A o submultime a unei multimi ordonate X; topologia indusă în A de topologia dreaptă (resp stânga) din X (§ , Exercițiul ) este topologia dreaptă (resp stânga) în mulțimea A dotată cu relația de ordine indusă din X ) Fie A o submulțime a unei mulțimi perfect ordonate X a) Topologia indusă în A de topologia ^T (X) (resp (A), x + ; ° în flj și fl prin homeomorfismul хі - ; ° în și C prin intermediul homeomorfismului u->i+ Arătați că imaginea canonică a lui Xj în X/R nu este homeomorfă pentru Xv ) Fie X un spațiu topologic nevid și R o relație de echivalență în X Arătați că dacă considerăm X/R ca o submulțime a lui S| (X), atunci topologia factorilor din X/R este dominată de topologii care induc topologii în X/R și date în φ(X) (§ , exercițiul ) STRUCTURI TOPOLOGICE Cap § Produsul spaţiilor topologice Produsul spațiilor Definiţie Să fie dată o familie (X,) / de spaţii topologice; produsul lor se numește mulțimea X=ȚȚ X , ib/ dotată cu produsul topologiilor spațiilor Xi (§ , § , exemplul III) X, (tgl) sunt numiți factori de spațiu ai produsului X În virtutea Propoziției din § , topologia spațiului X are ca bază mulțimea de intersecții ale tuturor ce finite posibile de multimi de forma pm(? ,), unde U, sunt multimi deschise din X,; aceste intersecții nu sunt altceva decât produsele lui JJ A(, unde A, sunt deschise în X, pentru toate i £ și A -X pentru toate, cu excepția i e / un număr finit de indici i; vom numi aceste produse seturi elementare Fie (pentru fiecare i g I baza topologiei spațiului X,; este clar că mulțimile elementare JJ At, în care A, g , adică/ pentru toate i astfel încât A(=^Xn formează din nou o bază pentru topologia produsului Cele din aceste mulțimi care conțin punctul x e X formează astfel sistemul fundamental de vecinătăți ale lui x (§ , Propunerea ) Când I este o mulțime finită, construcția topologiei produsului din topologiile factorilor X este simplificată: mulțimile elementare sunt pur și simplu produsele Ț Ț L , unde ie/ A, este o mulţime deschisă arbitrară în X, pentru fiecare i£/ (vezi exerciţiul ) Exemple "Produsul R" a n instanțe ale dreptei numerice R se numește spațiu numeric n-dimensional; Ra se mai numește și planul numeric (vezi Capitolul VI, § ) În mod similar, pornind de la dreapta rațională Q, se definește un spațiu rațional n-dimensional Qn (planul rațional pentru n - ) Topologia spațiului R" are ca bază mulțimea tuturor produselor posibile a n intervale deschise din R, produse numite cărămizi n-dimensionale deschise PRODUS AL SPAȚIILOR TOPOLOGICE cărămizile care conțin punctul B" formează un sistem fundamental al vecinătăților sale În mod similar, cărămizile închise n-dimensionale sunt produse a n intervale închise din B Cărămizile închise având x ca punct interior formează, de asemenea, un sistem fundamental al vecinătăților sale Rezultate similare sunt valabile pentru spaţiul raţional n-dimensional Propoziția Fie f=(f) o mapare a spațiului topologic Y în spațiul X = XX Pentru a ig / / a fost continuu in punctul a e Y, este necesar si suficient ca tot A sa fie continuu in punctul a Deoarece D = pr( o /, acesta nu este altceva decât un caz special al Propoziției din § Corolarul Fie (X,) adică/, (Y(x,) / familii de spații topologice cu același set de indici, și fie Δ pentru fiecare o mapare în Y( Pentru maparea /: (x,) > (D(^,)) al spațiului ȚȚ X, g ȚȚ Y, (proces i ib/ produs al mapărilor f,) a fost continuă la punctul a=(a), este necesar și suficient ca D fie continuu in punctul a, pentru fiecare ig/ Într-adevăr, / este scris sub forma a:x)) = =xx și prl(gx(-rx)) = al pentru i=/=x; gx este continuu la ax prin Propunerea ; și întrucât /x = prx ° f ° g*, concluzionăm că dacă / este continuă în punctul a, atunci /x este continuă în punctul ax Corolarul Fie X și Y spații topologice Pentru ca maparea /: X -* Y să fie continuă, este necesar și suficient ca maparea g: x* -*(x, f(x)) să fie un homeomorfism al spațiului X pe graficul G al mapării / (considerat ca subspațiu al produsului XxY) Întrucât /=pra o g, condiția este suficientă Este necesar, deoarece dacă / este continuu, atunci g este bijectiv și continuu (Propoziția ), iar inversul său este restricția la G a proiecției pgn care este Continuă (vezi Teoria multiplicatorului, Cap IV, § , § , criteriul CST ), STRUCTURI TOPOLOGICE Capitolul I § Propunerea (asociativitatea produsului topologic) Fie (X,)lg/ o familie de spații topologice, (J k este o partiție a mulțimii I și Xm = η Xt pentru fiecare x K este produsul spațiilor X, cu indici i £ Jx Mapa canonică ( Mulțimea teoretică, Rezumatul rezultatelor , Sec , n° I) a spațiului Π X, pe spațiul JJ, Xx este un homeomorfism Acesta este un caz particular al tranzitivității topologiilor inițiale (§ , Propunerea ; vezi Teoria multiplicatorului, Cap IV, § , nr , criteriul CST ) Spațiile Π X și JJ Xa sunt cel mai adesea identificate cu ie/X K prin maparea canonică Consecinţă Fie o o permutare a multimii I Maparea (^,) • -> ■ (r, tj)) este un homeomorfism JJ Xt pe Δ Xo( ) adică/ adică/ Este suficient în Propoziția să luăm K=I și /,= {o(i)} pentru fiecare i g I Propozitia Fie X o multime, (Y,)ie/ o familie de spatii topologice, si /, pentru fiecare i £ I, o mapare a lui X in Y, Fie, în continuare, / o mapare x\-^( \x)) a unei mulțimi X și Y - Π Y și S~ este cea mai slabă dintre topologiile din X pentru care ie/ toate fc sunt continue Atunci £Γ este imaginea inversă sub / a topologiei induse în /(X) de topologia produsului Y Acesta este un alt caz particular de tranzitivitate a topologiilor inițiale (§ , Propunerea ; vezi Teoria multiplicatorului, Cap IV, § , nr , criteriul CST ) Consecinţă Fie A, pentru fiecare un subspațiu al spațiului Yc Topologie indusă în = C L, mono-I GI topologia spațiului Z U, este produsul topologiilor subspațiilor (, PRODUSUL SPAȚILOR TOPOLOGICE Este suficient să aplicați Propunerea la funcțiile ° prt, unde y sunt injecții canonice (vezi Teoria înmulțirii, Cap IV, § , § , criteriul CST ) Feliie dintr-un set deschis; felie dintr-un set închis; proiecția unui set deschis Continuitate parțială Propozitia Fie Xr si X spatii topologice; Acesta este un caz special al Corolarul al Propoziției , aplicat funcției constante x i-►a Maparea r i -> (ax, x ) este o secțiune continuă (§ , n° ) în raport cu relația de echivalență pr z = pr z' în XjXX^ Astfel, spațiul coeficient al spațiului XjXX este homeomorf la X prin această relaţie de echivalenţă Consecinţă O felie A(zj) a unei submulțimi deschise (respectiv închis) A a spațiului Xt X X în orice punct xt ⊂ Xt este o mulțime deschisă (respectiv închis) în X Propunerea Proiecția unei mulțimi deschise U din Xr X X pe oricare dintre spațiile factorilor este o mulțime deschisă Într-adevăr, de exemplu praC = țj U(x^, deci Validitatea afirmației rezultă din corolarul Propoziției și din axioma ( Observație Este posibil ca proiecțiile unui set închis din XrXX pe factori spațiali să nu fie seturi închise De exemplu, pe planul rațional Q(r), hiperbola definită de ecuația "^= " este o mulțime închisă, dar ambele proiecții coincid cu complementul la punctul din Q și această mulțime nu este închisă Propozitia Fie Xlt X , Y spatii topologice uf o mapare a spatiului X xX in Y punctul a? STRUCTURI TOPOLOGICE GL I, § Într-adevăr, această mapare este compoziția lui / și maparea x > -> (an x ), astfel încât afirmația decurge din Propoziția Propunerea este adesea exprimată diferit, spunând că o funcție continuă a două argumente este continuă în fiecare argument separat REMARCA Se poate întâmpla ca toate mapările parțiale definite de maparea /: XxXX -> Y să fie continue, dar f să nu fie continuă pe XtXX (vezi Cap IX, ed a -a, § , exercițiul și Top Vect spațiu, capitolul III, § , exercițiul ) "De exemplu, maparea / a planului numeric R în R, definită de condițiile / (r, y) = = -r pentru (x, y)/( , ) și f( , ) = , toate mapările parțiale sunt non- sunt discontinue, dar / nu este continuu în punctul ( , ), deoarece f(r, x) -~ la i/ " Dacă g este o mapare din spațiul Xx la Y, continuă în punctul ax, atunci maparea (xr, x ) la -> g(xr) a spațiului XrxX vY este continuă în orice punct (ax, x ), ca compoziția lui g și proiecția pe Xv Rezultatele acestui p° se extind direct la orice produs al lui JȚ X, spații topologice, dacă ie/ rețineți că acesta din urmă este homeomorf pentru produsul ((T X,) X eu e j x (Π X,) pentru fiecare partiție (J, K) a mulțimii I (prepoziție-iex ) Închidere în produs Propunerea În produsul JȚ X, spațiile topologice X, închiderea produsului ȚȚ A, mulțimile A, coincide cu produsul JJ A, închiderile acestora adică/ Într-adevăr, fie a=(a() punctul de contact pentru CL; I datorită continuității proiecției prx, ax = prx pentru orice pst, punctul de contact dgd A, (§ , Teorema ), prin urmare, PRODUSUL SPAȚILOR TOPOLOGICE P^ În schimb, fie &=(&,)€ P- , și DV, unele i i i mulţime elementară care conţine b; atunci pentru orice t £ I mulțimea V, conține un punct i, £ și, prin urmare, D V, conține atingeți pentru D t L Consecinţă Pentru produsul D , L nevid seturile a fost închisă în spațiul D X, este necesar L și este suficient ca A să fie închis în X, pentru orice t Reamintim că dacă I este finit, atunci produsul D este deschis, când A este deschis în X, pentru orice i; totuși, acesta nu este cazul dacă este infinit Propozitia Fie a = (a,) un punct din spatiul X = = DX ; mulțimea D a acelor puncte x^X pentru care px=a, pentru dintre toți, cu excepția unui număr finit de indici, t este dens peste tot în X Într-adevăr, pentru fiecare punct x X și fiecare mulțime elementară V= D U" care conține x, avem U=X" cu excepția lui / indicii i aparținând unei submulțimi finite J a mulțimii I; punem y=x, pentru și yt=at pentru t(£j; evident, y=(y,)£D și y£V, ceea ce demonstrează propoziția Limitele proiective ale spaţiilor topologice Fie I o mulțime preordonată (nu neapărat filtrabilă) cu relația de preordonare notată cu ar e C Fie Xa un spațiu topologic pentru fiecare a £ I și /a? pentru a > este o hartă de la Xp la Xa Spunem că (Xa, /a?) este un sistem proiectiv de spații topologice dacă: ° (Xa, /a?) este un sistem proiectiv de mulțimi (Anexa la Capitolul I, § ); ° toate /vP sunt continue Fie X o multime lim X, STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § iar fn pentru fiecare α e І este maparea canonică X-> XX; o numim pe cea mai slabă dintre topologiile din X sub care toate fn sunt continue limita proiectivă (față de mapările /p) a topologiilor spațiilor Xn, iar mulțimea X dotată cu această topologie limita proiectivă a sistemului proiectiv de spații topologice (Xa, /, ₽) despre ImXn ca spațiu topologic, peste tot, dacă nu se specifică altfel, vom presupune că topologia acestui spațiu este limita proiectivă a topologiilor spațiilor CL După cum se știe, mulțimea X este o submulțime a produsului Xxx format din acele puncte x pentru care abG prax \u d / ar (rgrzh) ( ) pentru orice a, P astfel încât Propoziția implică că limita proiectivă a topologiilor spațiilor Xn coincide cu topologia în X indusă de topologia spațiului Ț Ț HL abg Dacă Yya pentru fiecare a G I este un subspațiu al spațiului Xa, iar Ya formează un sistem proiectiv de submulțimi de mulțimi XL (Anexa la Ch I, punctul ), atunci, evident, spațiul topologic ImYa este un subspațiu al spatiu ImXa ■"- - ■ Xa, pentru toate agi, fie mapări continue formând un sistem proiectiv de mapări (u); atunci u=lim și este un continuu ot-■"- - fermentarea spațiului X= іtXa în X'= іtXa Într-adevăr, notând cu fa harta canonică X' -> Xa, avem deci fa° și este continuă pentru fiecare a ∈ Φ, iar afirmația noastră rezultă din Propoziția din § Să presupunem în sfârșit că I este filtrat la dreapta și fie Y partea cofinală a lui Γ, în plus să fie Z limita proiectivă a sistemului proiectiv de spații topologice pl , Capitolul III, § , itemul ) este un homeomorfism Intr-adevar, pentru fiecare J avem Prx(?(x)) = Prxa:> deci g este continuu (Propozitia ); invers, fie h bijecția inversă cu g-, pentru fiecare a e I * PRODUSUL SPAȚIILOR TOPOLOGICE există X e J astfel încât cc e X, astfel încât aceasta, în virtutea ipotezei despre hărţile /,p, dovedeşte continuitatea lui h (Propoziţia ) Propozitia Fie I o multime preordonata care filtreaza la dreapta, (Xn, /p) un sistem proiectiv de spatii topologice cu multimea indicilor I, - partea cofinală a lui I Familia de mulțimi ^(Va), unde a se întinde peste J, fa este harta canonică X-*XH și Ua pentru fiecare a £ J variază pe baza topologiei spațiului Xa, este baza topologiei spațiului X După cum știm (§ , § ), intersecțiile tuturor posibilelor - finite familii de mulțimi de forma /H(C H) (a £ , Ua este deschis în Xa) formează o bază pentru topologia spațiului X Xa, atunci IimXa se identifică canonic cu intersecția X a spațiilor Xa dotate cu topologia care este limita superioară (§ , n° , Exemplul II) a topologiile induse în X de topologiile ^ "a Exerciții ) Fie X și Y spații topologice, AcX, BcY Să se arate că Er(A XZ() = (Fr( )XZ?)UM X Fr(ZI)) ) Fie X și Y spații topologice, A o mulțime închisă în XxY n (x) mulțimea tuturor vecinătăților unui punct x e X Arătați că P L(V)=L(x) Dați un exemplu de astfel de deschidere V e ' (x) submulțimea B a spațiului XxY astfel încât DESPRE B(V) să fie diferită de B(x) cap ) Fie (X,) și g / o familie infinită de spații topologice, fiecare X conținând (cel puțin) două puncte distincte a(, b) astfel încât să existe o vecinătate bt care nu conține at a) Fie cx pentru fiecare indice x £/ un punct în spațiul X=IT X pentru care pr c =bx și pr(cx=at pentru i/x Arătați, că în mulțimea C a tuturor acestor puncte cn din spațiul X toate punctele sunt izolate b) Deduceți din a) că, pentru ca topologia spațiului X să aibă o bază numărabilă, este necesar și suficient ca / să fie numărabilă și topologia fiecărui X( să aibă o bază numărabilă [Folosiți exercițiul § ] c) Să se arate că dacă I este nenumărabil, atunci punctul b=(b,) al spațiului X nu are un sistem fundamental numărabil de vecinătăți * ) Fie K un spațiu discret format din numerele și , A o mulțime infinită, X spațiul lui KA setăm p(V)"= , ag A EXERCIȚII T dacă V este gol și p (Y) = - n, dacă V nu este gol și h este numărul acelor indici a pentru care Vaj > K a) Arătați că dacă Ult Un sunt disjunși în perechi Și mulţimi elementare, atunci |x(( ă) ) de mulțimi elementare disjunse în perechi, atunci ar exista ar fi un întreg p > astfel încât |i(£ x) pentru un set infinit de indici % ] c) Să se arate că dacă A este nenumărabil, atunci X nu îndeplinește condiția (Bc|) din Exercițiul din § exercițiul ] * ) Fie K un spațiu discret format din numerele și , A o mulțime infinită, X spațiul K^A\ a) Fie J o submulțime finită a mulțimii A, constând din p elemente Pentru fiecare dintre submulțimile sale I, notăm cu mulțimea de astfel de submulțimi L ale mulțimii A pentru care mulțimile JP/y formează o partiție Xa și Y pentru fiecare a un subspațiu al spațiului Xa care conține /X(X) , și (Y,) este un sistem proiectiv de subspații ale spațiilor Xa Arătați că lim Uya este identificabil canonic cu X b) Fie (Xa, /a( ) al doilea sistem proiectiv de spații topologice cu același set de indici, care se presupune a fi filtrabil, și fie u: Xa-*Xa mapări continue pentru tot a, formând a sistem proiectiv Atunci u(Xa) formează un sistem proiectiv de subspații ale spațiilor Xa, arătați că dacă u = lim ua și /i sunt surjective, atunci u(X) este dens în spațiul lim ua(Xi) vezi Multiplicator Teorie, Capitolul III, § , Exercițiul [? § Mapări deschise și închise ] Mapări deschise și închise Definiție Fie X și X' spații topologice O mapare f: X -* X' se spune a fi deschisă (respectiv închis) dacă imaginea de sub maparea f a oricărui set deschis (respectiv închis) din X este deschisă (respectiv închis) în X' În special, /(X) este atunci un set deschis (respectiv închis) în X' EXEMPLE ) Fie A un subspațiu al unui spațiu topologic X; pentru ca injecția canonică /: A -> X să fie deschisă (resp închis), este necesar și suficient ca A să fie deschis (resp închis) în X (§ , n° ), i HARTĂRI DESCHISE ȘI ÎNCHISE ) Pentru ca o bijecție / a unui spațiu topologic X la un spațiu topologic X' să fie un homeomorfism, este necesar și suficient ca acesta să fie continuu și deschis sau continuu și închis ) Fie / o suprajecție a unei mulțimi X pe un spațiu topologic X'; dacă X este dotat cu o topologie care este imaginea inversă a topologiei spațiului X' față de / (§ , n° , Exemplul I), atunci / este o mapare continuă a lui X în X', ambele deschise si inchis ) În produsul X = X al spațiilor topologice X eei fiecare proiecție pr: X -> X este o mapare continuă, deschisă și nu neapărat închisă (§ , Propunerea ) ° ) O funcție holomorfă / pe un set deschis LcC este o mapare deschisă de la A la C o ) Fie X și X' spații topologice, / fie o bijecție continuă, dar nu reciprocă continuă a lui X pe X'; atunci bijecția inversă g: X'-*X este o mapare deschisă și închisă a lui X' pe X, care nu este continuă Propoziţia Fie X, X' şi X" spaţii topologice, f: X -+ X' şi g: X' - * -X" hărţi Apoi: a) Dacă fug sunt deschise (respectiv închis), atunci g (r) / este deschis (resp închis) b) Dacă g o / este deschis (respectiv închis) și f este surjectiv și continuu, atunci g este deschis (respectiv închis) c) Dacă g ⊂ f este deschis (resp închis) și g este injectiv și continuu, atunci f este deschis (resp închis) Aserțiunea a) rezultă direct din Definiția Pentru a demonstra b) este suficient să rețineți că orice mulțime deschisă (respectiv închisă) A' în X' se scrie sub forma A'=/(A), - unde A=f {A') este deschis (respectiv închis) în X (§ , Teorema ); astfel, g(A') = g(f(A)) este deschis (respectiv închis) în X" În sfârșit, pentru a demonstra c), observăm că pentru orice mulțime Ax - avem f(A)*=g(g(j(A))); prin presupunere, dacă A este deschis (resp închis) în X, atunci g(f(A)) este deschis (resp închis) în X", și, în consecință, prin Teorema din § , f(A) este deschis (respectiv închis) în X', STRUCTURI TOPOLOGICE Cap ESTE Propozitia Fie X si Y spatii topologice, f o mapare de la X la Y Pentru orice multime Tc Y, notam cu fT maparea f(T) la T, care coincide cu f pe f(T) a) Dacă f este deschis (respectiv închis), atunci fT este deschis (respectiv închis) b) Fie (T(i))і / o familie de submulțimi ale spațiului Y ale căror interioare formează o acoperire a lui Y sau care este o acoperire închisă local finită a lui Y; dacă toate /Γ(i) sunt deschise (resp închis), atunci / este deschis (resp închis) - a) Dacă A este un set deschis (respectiv închis) în /(T), atunci există un set deschis (respectiv închis) B - în X astfel încât A = B Γ) /(A; atunci jT(A) = f(B) Γ) T\ dar, prin presupunere, /(B) este deschis (respectiv închis) în Y, deci /Γ( L) deschis (respectiv închis) în T b) Fie B un set deschis (respectiv închis) în X -" şi V,=V P/(G(i)); avem f(B) Γ) T,(i)=/ -( )(B ); întrucât, prin presupunere, f-pDV,) este deschis (resp închis) în T(i), atunci f(B) este deschis (resp închis) în Y prin Propunerea din § Consecinţă Fie {T(y))L i o familie de submulțimi ale spațiului Y ale cărei interioare formează o acoperire a lui Y, sau care este o acoperire închisă local finită a lui Y Dacă - /: X -> Y este continuu, iar fiecare fTM este un homeomorfism /(T'(i)) pe T(i), atunci f este un homeomorfism al lui X pe Y Într-adevăr, este clar că / este bijectiv, iar prin Propunerea este deschis Relații de echivalență deschise și închise Definiția O relație de echivalență R într-un spațiu topologic X se spune a fi deschisă (respectiv închisă) dacă maparea canonică a lui X pe X/R este deschisă (respectiv închisă) Aceasta înseamnă, cu alte cuvinte, că saturația față de B a oricărui set deschis (respectiv închis) în X este un set deschis (respectiv închis) în X (§ , n° ) HARTĂRI DESCHISE ȘI ÎNCHISE Exemple ) Fie X un spațiu topologic, Γ grupul de homeomorfisme ale lui X pe sine, R o relație de echivalență între x și y: "Există un £ r astfel încât y=a(rr)" (cu alte cuvinte, o relație de echivalență ale cărei clase sunt orbitele grupului Γ din X; vezi Algebra, Cap I, § , § ) Să arătăm că relația R este deschisă; de fapt, saturația mulțimii ACX față de B este uniunea imaginilor lui o(A), unde o trece prin Γ; dar dacă A este deschis, atunci fiecare o(A) este deschis și, prin urmare, și unirea lor "Pe linia non-numărală R, relația de echivalență x = y (mod I) este deschisă, deoarece este definită în modul descris acum prin intermediul grupului de transfer x> -> r + n (ng Z) (vezi Ch III, ed a III-a, § , poz ) o ) Fie spațiul X suma familiei (X() a subspațiilor sale și X/R spațiul obținut prin lipirea spațiilor X peste mulțimile deschise An prin bijecțiile LX (§ , n° ) ; presupunem că LX pentru orice pereche de indici i, x este un homeomorfism al lui Aa pe X În aceste condiții, relația R este deschisă Într-adevăr, dacă U este o mulțime deschisă în X, atunci saturația lui U este uniunea lui seturile LXI(I P X); deoarece UP A X este deschis în A X, setul AX (£ n A X) este deschis în X și, prin urmare, și în X, de unde urmează afirmația noastră ) În notația din Exemplul , presupunem acum că toți X sunt închise și toate LX sunt homeomorfisme; în plus, să presupunem că pentru fiecare indice i există doar un număr finit de indici x astfel încât (X cu un număr finit Xx) În aceste condiții, relația R este închisă Într-adevăr, pentru fiecare mulţime închisă F din X, saturaţia lui F este uniunea mulţimilor /sxi(Fn A x)c xi; dar din ipotezele făcute rezultă că această familie este finită local și, pe de altă parte, Axl(Fn^a) este închisă în X și, prin urmare, și în X Validitatea aserției noastre decurge acum din Propunerea din § Propoziția Fie X și Y spații topologice, fi X->Y o mapare continuă, R o relație de echivalență f(x)=f(y) înX și este descompunerea canonică a lui f Următoarele trei proprietăți sunt echivalente; a) / este o mapare deschisă b) Mapările p, h și i sunt deschise STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § c) Relația de echivalență R este deschisă, h este un homeomorfism și j(X) este o mulțime deschisă în Y Mai mult, tot ce precede rămâne valabil dacă înlocuim peste tot "deschis" cu "închis" Deoarece injecția i este continuă, din Propoziția c rezultă că dacă / este deschis, atunci h ° p este și el deschis; întrucât p este surjectiv și continuu, Propoziția arată atunci că h este deschis și, prin urmare, fiind o bijecție continuă, este un morfism homeo- ; deci concluzionăm (Propoziţia Ia) că p~h ° (h • p) este deschisă Pe de altă parte (Propoziția ), i ° h este deschis și - prin urmare (propoziția Іа) și і=(і ° h) ° h este deschisă Aceasta demonstrează că a) implică b) Dimpotrivă, b) implică a) prin Propunerea la În fine, echivalența lui b) și c) rezultă direct din definiții Dovada este aproape aceeași cuvânt cu cuvânt în cazul mapărilor închise Propoziția Fie R o relație de echivalență deschisă (respectiv, închisă) într-un spațiu topologic X, f harta canonică X -> X/R, A o mulțime în X Să presupunem că una dintre următoarele două condiții este îndeplinită: a) A este deschis (respectiv închis) în X b) A este saturată în raport cu R Atunci relația RA indusă de relația R în A este deschisă (respectiv închisă) iar harta canonică a spațiului A/RĂ pe f(A) este un homeomorfism Se consideră diagrama comutativă ( ) § § , care oferă descompunerea canonică a mapării / ° / În condiția a) / este deschis (respectiv închis) și, prin presupunere, același lucru este valabil și pentru /; prin urmare, / " / este deschis (respectiv, închis) (propoziţia Іа) şi validitatea enunţului decurge din propoziţia-" viaţă În condiția b) avem A=f (j(A))-ah ° f În virtutea Propoziției a, maparea h o ph este deschisă (în mod corespunzător, închisă), iar afirmația rezultă din nou din Propunerea dacă o aplicăm la h o ph HARTĂRI DESCHISE ȘI ÎNCHISE Proprietăți speciale ale mapărilor deschise Propoziția Fie X și Y spații topologice, f o mapare a lui X în Y și S o bază pentru topologia spațiului X Următoarele proprietăți sunt echivalente: a) / este o mapare deschisă b) f(U) este deschis în Y pentru fiecare U £ $ c) /(Y) este o vecinătate a punctului f(x) din Y pentru orice punct x ⊂ X și oricare dintre vecinătățile sale V din X Echivalența lui a) și b) rezultă imediat din definițiile lui u (Oi); echivalența lui a) și c) rezultă din Propunerea din § Propoziția Fie R o relație de echivalență într-un spațiu topologic X Următoarele trei condiții sunt echivalente: a) Relația R este deschisă b) Interiorul oricărei mulțimi saturate față de R este saturată față de R c) Închiderea oricărei mulțimi saturate față de R este saturată față de R Echivalența lui b) și c) se verifică prin trecerea la adunări (§ , § , formulele ( )) Să arătăm că b) implică a); să presupunem că b) este valabil și să fie U o mulțime deschisă în X și V saturația sa față de R; avem Vz > £ și, deoarece V' este saturat prin presupunere, rezultă că V = V, adică, saturația mulțimii U este deschisă Să arătăm că, invers, a) implică b); să presupunem că a) este satisfăcută și să fie A o mulțime saturată față de H; dacă B este o saturație a mulțimii Â, atunci A c: B c: A și, deoarece B este deschis prin presupunere, atunci B=Â Propoziţia Fie R o relaţie de echivalenţă deschisă într-un spaţiu topologic X, iar X/R (I) Pentru orice set ACX saturat în raport cu R prin închidere (respectiv, interiorul) mulțimii -> (/,(£,)) a spațiului JJ X, în ȚȚ Y, omizi IZ acoperit Într-adevăr, este suficient (Propoziția ) să se demonstreze că imaginea pentru / a oricărei mulțimi elementare ȚȚ At din ȚȚ X este deschisă I zi tzi vdu, Dar JJ / YES,) servește așa, și din predpo-ieI i zi În mod fals, f^A) este deschis în Y, pentru fiecare i G I, și f,(A )=Y pentru toți, cu excepția unui număr finit de indici i Astfel se dovedește propoziția Consecinţă Gol (X,) adică; este o familie de spații topologice, Rt pentru fiecare i £ este o relație de echivalență în Xj și /, este harta canonică Xl -> XJRl Fie, în continuare, R este o relație de echivalență între x și y în X=IJXt: eu e i "pr^^pr,!/ (mod Rt) pentru fiecare i£ " iar f este maparea (x() >-" (D(x)) a spațiului X în ȚȚ (X / ? ) rf HARTĂRI DESCHISE ȘI ÎNCHISE Dacă fiecare dintre relațiile R, este deschisă, atunci R este deschisă și bijecția asociată cu f este un homeomorfism al lui X/R pe Ț(X/L,) Nu Într-adevăr, R este relația /(x) = /(i/), și întrucât / este continuă și deschisă prin Propunerea tocmai demonstrată și Corolarul al Propoziției din § , aserția rezultă din Propunerea În special, dacă R (resp S) este o relație de echivalență deschisă într-un spațiu topologic X (resp Y), atunci bijecția canonică (X x Y)/(R x S) pe (X/H)X(Y) /S) ( Theor pl , Rezumatul rezultatelor, § , itemul ) este un homeomorfism; dacă nu presupunem că R și S sunt deschise, atunci această bijecție, rămânând continuă, nu va mai fi neapărat un homeomorfism, chiar și atunci când una dintre relațiile R, S este o relație de egalitate (Exercitul ) Proprietăți speciale ale închisului din reflexii Propozitia Fie X si X' spatii topologice Pentru ca maparea f: X -" X' sa fie continua si inchisa este necesar si suficient ca /(A)=/(A) pentru orice multime AcX Condiția este suficientă, deoarece închiderea lui / implică în mod evident, iar continuitatea lui / presupune în virtutea teoremei din § În schimb, dacă / este continuă și închisă, atunci DA) cu DA) s DA) în virtutea teoremei din § ; şi întrucât, în plus, /(A) este închis în X' prin presupunere, rezultă că /(A)=/(A) Propoziția Fie R o relație de echivalență într-un spațiu topologic X Pentru ca R să fie închis, este necesar și suficient ca fiecare clasă de echivalență M față de R să aibă un sistem fundamental de vecinătăți saturate față de R Într-adevăr, să presupunem că R este închis și fie U o vecinătate deschisă arbitrară a clasei M; întrucât F=CU este închis în X, saturația S a mulțimii F față de R este închisă în X STRUCTURI TOPOLOGICE Cap eu, § * Deoarece atomul M este saturat față de R, atunci M(]S = și, prin urmare, V=CS este o vecinătate deschisă a lui M saturată față de R și conținută în U În schimb, să presupunem că R satisface condiția propoziției și fie F o mulțime închisă arbitrară în X Fie T saturația lui F față de R, x un punct din CT și M clasa sa de echivalență; avem M[\T= și, în plus, , adică, U=CF este o vecinătate a lui M Prin urmare, există o vecinătate Vc U din clasa M saturată față de R și, deoarece V (]F= , avem și VP '= , ceea ce implică că CT este o vecinătate de clasa M , și astfel punctul x, care dovedește (§ , Propoziția ) că ST este deschis, adică T este închis Cometariu Propoziția implică următoarea proprietate: dacă R este închis, atunci pentru orice punct x e X și orice vecinătate U din clasa sa de echivalență în X, mulțimea y + x al spațiului R asupra lui însuși zarea Fie o relație de echivalență în T: "există o e Γ astfel încât y = a(r)", care este atât deschisă cât și închisă (Exercițiul ) Arătați că nu există secțiuni continue T ci , deși T și T/S sunt compacte, conectate și conectate local Fie A imaginea canonică în T a intervalului IO, -|din R; arătați că A este local este închis în T, dar spațiul coeficient A/ a nu este homeomorf la imaginea canonică a lui A în T/ ) Fie X un spațiu topologic, R și relații de echivalență în X, iar R implică a) Arătați că dacă este deschis (respectiv închis), atunci /R este deschis (respectiv închis) în X/R, dar că inversul nu este neapărat adevărat Arătați că poate fi deschis (respectiv închis) fără ca și R să fie deschis b) Să presupunem că R este deschis (respectiv închis) Arătați că pentru ca S/R să fie deschis (respectiv închis) este necesar și suficient ca să fie deschis (respectiv închis) ) Se consideră relația de echivalență pe dreapta rațională Q, care se obține identificând între ele toate punctele din Z Să se arate că relația este închisă; bijecția canonică a spațiului (QXQ)/(t XS) pe Qx(Q/ ), unde U reprezintă relația de egalitate în Q, nu este un homeomorfism ) Fie X și Γ spații topologice nevide, /: X -+ Y o mapare surjectivă Pentru ca / să fie închis (respectiv deschis), este necesar și suficient ca maparea - Y -* / (y) al spațiului Y în a fost continuu când $ (X) a fost dotat cu topologia (resp (§ , exercițiul ) Deduceți de aici că pentru topologia indusă în mulțimea factorilor X/R a unui spațiu topologic nevid a topologiei lui X prin topologia lui £~a (respectiv, coincide cu topologia coeficientului topologiei spatiului X din R; este necesar si suficient ca relatia R sa fie inchisa (respectiv, deschisa) (vezi § , Exercițiul ) STRUCTURI TOPOLOGICE GL § Filtre Definirea filtrului Definiție Un filtru dintr-o mulțime X este o mulțime jy de submulțimi care are următoarele proprietăți: (F (Hz) Fiecare intersecție a unei familii finite de mulțimi din $ îi aparține (FHI) Un subset gol de X nu îi aparține Ultimele două proprietăți implică faptul că intersecția oricărei familii finite de mulțimi din $ nu este goală Un filtru $ în X definește în X o structură care are ca axiome (F , (Fu) și (Fu) ; această structură se numește structura mulțimii de filtrare, iar mulțimea X dotată cu această structură se numește filtrarea mulțimii de filtrul $ Axioma (Hz) este echivalentă cu unirea următoarelor două axiome: (F|la) Intersecția oricăror două mulțimi din aparține lui (Fug) X aparține lui Axiomele (Fug) și (Pw) arată că nu există filtre în setul gol Pentru ca o mulțime de submulțimi care satisfac axioma (F,) să satisfacă și axioma (Ptsb)> este necesar și suficient ca aceasta să fie nevidă Pentru ca o mulțime de submulțimi care satisfac axioma (F|) să satisfacă și axioma (FU ), este necesar și suficient ca aceasta să fie diferită de φ(X) Exemple de filtrare ) Dacă X=/= , atunci mulțimea de submulțimi care se reduce la un element al lui X este un filtru în X În general, mulțimea tuturor submulțimii din mulțime X care conține mulțimea nevide AcX este un filtru în X ) Mulțimea tuturor vecinătăților unei mulțimi nevide (în special, un punct) dintr-un spațiu topologic X este un filtru ) Dacă X este o mulțime infinită, atunci adunările la toate submulțimile finite posibile formează un filtru Filtrul de complemente la submulțimi finite ale mulțimii N de numere întregi > se numește filtru Fréchet, filtre Filtru de comparare Definiția Fie filtrele $ și date în aceeași mulțime X Spunem că $ este major sau că este minor dacă, în plus, , atunci vom spunem că este mai puternic sau că $ este mai slab Două filtre, dintre care unul îl majorează pe celălalt, se spune că sunt comparabile Setul tuturor filtrelor din X este ordonat după relația "filtrul $ este majorat de filtrul $'", care nu este altceva decât relația indusă de relația de includere din ^(^(X)) Fie (rV,)ie/ o familie arbitrară de filtre nevide în mulțimea X (neapărat nevide); o multime de ѵ e I satisface axiomele (F,), (F,) și (F H) și este astfel un filtru; acest filtru, numit intersecția familiei de filtre ( \)ie/, este în mod evident infimumul setului de filtre din setul ordonat al tuturor filtrelor din X Filtrul format dintr-un singur set X este cel mai mic element al setului ordonat al tuturor filtrelor din X; dacă X constă din mai mult de un element, atunci, așa cum vom vedea în secțiunea , nu există cel mai mare element în setul ordonat al tuturor filtrelor din X Să fie dat o mulţime (r) de submulţimi ale mulţimii X; examinați dacă există filtre în X care conțin @ Dacă un astfel de filtru există, atunci, conform (FH), el conține și mulțimea (r)' de intersecții ale tuturor familiilor finite posibile de mulțimi din (r) (inclusiv X ca intersecție a mulțimii goale de mulțimi din (r)); de aceea, pentru ca problema enunţată să aibă o soluţie pozitivă, este necesar ca submulţimea goală a mulţimii X să nu aparţină lui (r)' Să arătăm că și această condiție este suficientă; într-adevăr, orice filtru care conține (r)' conține, de asemenea, conform (F , mulțimea (r)" a tuturor submulților din mulțime X care conține orice mulțime din (r)' Dar (r)", evident, satisface axioma (F ; satisface și axioma ( FB) în virtutea definiției mulțimii (r)'; în sfârșit, satisface și axioma (Fuț), deoarece este goală" STRUCTURI TOPOLOGICE CAP § i o submulţime a mulţimii X nu aparţine lui (r)' Prin urmare, (r)" este cel mai slab filtru care conține (r) Astfel, am demonstrat Propozitia Pentru ca un filtru sa existe in X continand o multime (r) de submultimi ale lui X, este necesar si suficient ca nicio intersectie a unei familii finite de multimi din (r) sa nu fie goala Vom spune că filtrul (r)" definit mai sus este generat de setul (r), iar (r) este sistemul generator al filtrului Exemplu Fie Propozitia Pentru ca un filtru din X cu baza ' sa majoreze un filtru $ cu baza , este necesar si suficient ca multimea lui sa contina multimea lui ' STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § ( Aceasta rezultă direct din definițiile și Consecinţă Pentru ca bazele de filtrare și ' din setul X să fie echivalente, este necesar și suficient ca fiecare set de să conțină un set de ' și fiecare set de ' să conțină un set de Exemple de baze de filtrare ) Fie X un spațiu topologic; bazele filtrului de vecinătăți ale unui punct χ e X nu sunt altceva, prin Propunerea , ca sistemele fundamentale de vecinătăți ale acestui punct (§ , Definiția ) ) Fie X o mulțime nevidă, pre-ordonată și filtrare în raport cu (o) (Multiplicatorul teoretic, cap III, § , punctul ); secțiunea unei mulțimi X față de elementul său a este mulțimea S(a) a acelor x e X pentru care a(o)x Mulțimea (c) de secțiuni ale mulțimii X stă la baza filtrului, de fapt, în mod evident, satisface condiția (Bn); pe de altă parte, oricare ar fi elementele a și b ale lui X, prin presupunerea că există un element c e X astfel încât a(p)c și b(a)c, de unde S(c)aS(a) PS(b ), așa cum demonstrează (B]) Filtrul generat de baza S se numește filtru de secțiuni ale mulțimii filtrate X De exemplu, filtrul Fréchet (n° ) este un filtru de secțiuni din mulțimea ordonată N, considerată ca un set de filtrare în raport cu Fie acum un filtru într-o mulțime Z; întrucât (în virtutea axiomei (Hz)) Y este o filtrare de mulțime față de Z), atunci în ' se poate defini un filtru de secțiune, înțelegând aici prin secțiune față de ^ mulțimea S(A) a toate M conținute în A Acest filtru se numește secțiuni de filtru ale filtrului S Ultrafiltre Definiție Un ultrafiltru dintr-o mulțime X este orice filtru din X care nu este dominat de niciun alt filtru din X (cu alte cuvinte, elementul maxim al setului ordonat al tuturor filtrelor din X) Deoarece mulțimea ordonată a tuturor filtrelor din X este inductivă (Corolarul al Propoziției ), teorema lui Zorn (Theor filtrul pl , Rezumatul rezultatelor, § , punctul ), urmează următoarea teoremă: ! Teorema Fiecare filtru {y din mulțimea X este majorat de un ultrafiltru Propozitia Fie un ultrafiltru in multimea X Daca A si B sunt astfel de submultimi ale multimii X, că A și B £ %, apoi fie B £ Argumentând prin contradicție, să presupunem că A(£$, B(£$,dar A U B €Fie (r) mulțimea tuturor McX astfel încât A U MC Verificăm direct că (r) este un filtru în X În plus, (r) este mai puternic decât $, deoarece B £ (Y Dar asta contrazice faptul că $ este un ultrafiltru Consecinţă Dacă unirea unei secvențe finite de submulțimi ale unei mulțimi X aparține unui ultrafiltru, atunci cel puțin unul dintre Aj aparține Este suficient să aplicați inducția la p În special, dacă (Лz)lsg;sgn este o acoperire a mulțimii X, atunci cel puțin un At aparține Propunerea caracterizează ultrafiltre; într-un mod mai general: Propozitia Fie (r) un sistem de generatoare ale unui filtru din multimea X; dacă pentru orice Y s X avem Y £ (r) sau SU b(r)), atunci (r) este un ultrafiltru în X Într-adevăr, un filtru care conține (r) (existent prin presupunere) trebuie să coincidă cu (r), deoarece dacă Un exemplu de ultrafiltru Mulțimea tuturor submulților unei mulțimi nevide X care conține un element a e X este un ultrafiltru; de fapt, acesta este un filtru și orice ar fi YcX, avem un £ Y sau un € cy Astfel de ultrafiltre vor fi numite banale Cititorul va observa că, cu excepția acestui exemplu, nu dovedim niciodată existența unui ultrafiltru (chiar în STRUCTURI TOPOLOGICE Cap eu, §# mulţime infinită numărabil) altfel decât cu ajutorul teoremei (p, prin urmare, folosind axioma alegerii) / Cometariu Dacă o mulțime X conține cel puțin două elemente, atunci X are cel puțin două ultrafiltre distincte și, prin urmare, setul ordonat al tuturor filtrelor din X nu are cel mai mare element Propozitia Orice filtru % din multimea X este o atractie a tuturor ultrafiltrelor care il domina Este clar că această intersecție conține S Pe de altă parte, să fie A o mulțime care nu aparține lui A' = CA; întrucât A nu conține niciuna dintre mulțimile de atunci M P A'^= pentru fiecare M, prin urmare (Corolarul al Propoziției ), există un filtru care majorează $ și conține A' Fie U un ultrafiltru majorant (Teorema ); apoi AfjțU, care completează dovada Filtru indus Propunerea Fie Ș un filtru în mulțimea X și ACX Pentru ca urma unui filtru $ pe A să fie un filtru în A, este necesar și suficient ca fiecare mulțime din {y să intersecteze A Într-adevăr, raportul (M P N) P A \u d (M P A) P (N P A) arată că $A satisface axioma (Pu) Exact în același mod, dacă M P AcPcA, atunci P = (MiP)PA și, în consecință, ^ul satisface axioma (F]) Pentru ca [ul să satisfacă axioma (FH ), este necesar și suficient ca orice mulțime din A să aibă o intersecție nevidă cu A, iar propoziția este demonstrată În special, dacă A £ ^, atunci există un filtru în A din cauza (Fn) și (Fm)- Definiția Fie A o submulțime a mulțimii X Dacă urma pe A a filtrului % din X este un filtru în A, atunci spunem că acest filtru este indus în A de filtru FILTRE Dacă un filtru {y în X induce un filtru în A, atunci urma pe A a fiecărei baze a filtrului $ este, prin Propunerea , o bază a filtrului %l Exemplu Fie X un spațiu topologic, AcX și x e X; pentru ca urma pe A a filtrului de vecinătăți a punctului x să fie un filtru în A, este necesar și suficient ca fiecare vecinătate a lui x să intersecteze A, adică (§ , definiția ) ca x să fie un punct de contact Pentru o Acest exemplu de filtru indus este interesant, pe de o parte, pentru că joacă un rol important în teoria limitelor (§ , § ), iar pe de altă parte, pentru că orice filtru poate fi definit în acest fel Într-adevăr, fie un filtru într-o mulțime X și X' mulțimea obținută prin adăugarea unui nou element ω la X, astfel încât X să fie identificat cu complementul lui {ω} în X' (Pl teor , Rezumatul rezultatelor , § , punctul ) Se notează cu ' filtrul din X' format din mulţimile AfU {co}, unde M trece prin , şi fie (x) pentru fiecare punct x^u din X' mulţimea tuturor submulţilor din mulţimea X' conţinând x şi B(co)= ' Mulțimile (x), unde x trece prin X', în mod evident satisfac axiomele (Vj), (Vu), (Vu) și (VIV) și, prin urmare, definesc o topologie în X', pentru care servesc ca filtre de vecinătate ; în sfârşit, ω este punctul de contact al mulţimii X în această topologie, iar este filtrul indus de filtrul '= (ω) în X Topologia din X' definită în acest fel (respectiv, mulţimea X ' dotat cu această topologie) se numește topologia asociată cu (resp spațiul topologic asociat cu ) Propozitia Pentru ca un ultrafiltru U dintr-o multime X sa induca un filtru in multimea AcX, este necesar si suficient ca A £ lî; dacă această condiție este îndeplinită, atunci n este un ultrafiltru în A Aceasta este o consecință imediată a Propozițiilor și Imaginea și imaginea inversă a bazei filtrului Fie baza filtrului în mulțimea Xi/ fie maparea lui X în mulțimea X' Atunci /( ) este o bază a unui filtru în X', deoarece M=£ implică /(U)=#= , iar DM P N)cf(M) P /( /V) Dacă ^ este baza unui filtru care domină un filtru cu bază , atunci /( ^) este baza unui filtru care domină un filtru cu bază /( ) (Propunerea ) STRUCTURI TOPOLOGICE Cap eu, § in Propunerea Dacă este o bază a unui ultrafiltru în mulțimea X uf este o mapare a lui X în X', atunci f(b) este o bază a unui ultrafiltru în X' - Într-adevăr, să fie M'sX'; dacă f(M') conține oarecare - set M din EV, atunci M' conține f(M); dacă nu, atunci C/(M') = - =/ (CM') conține o mulțime N de (Propoziția ), deci CM' conține f(N) Astfel, ceea ce se cere rezultă din Propunerea Luați în considerare, în special, cazul când / este injecția canonică A^rX a unei submulțimi A a lui X Dacă este o bază de filtru în A, atunci /( ) este o bază de filtru în X Spunem că filtrul generat prin baza /( ) este un filtru generat de , considerat ca baza filtrului din X Dacă este baza ultrafiltrului din A, atunci, prin Propunerea , este și baza ultrafiltrului din X Să aflăm acum dacă imaginea inversă a bazei filtrului este o bază a filtrului Fie ' o bază de filtru în X' și / fie o hartă X - - - în X' Din relația f(M' (]N') = f(M')[]f(N') și Definiția - rezultă imediat că pentru ca /( ') să fie o bază - filtru în X, este necesar și suficient ca /(M')^= pentru fiecare M' £ ' Această condiție poate fi exprimată și spunând că orice set de ' intersectează f(X) (sau că urma lui ' pe /(X) este o bază de filtru) Rețineți că dacă - este satisfăcut, atunci /( /( ')) este baza filtrului care majorează filtrul cu baza ' Este clar că dacă este o bază de filtru în X, atunci condiția - de mai sus este îndeplinită pentru '=/( ); /(/( )) este atunci baza filtrului dominat de filtrul cu baza Fie A o submulțime a mulțimii X și xn din mulțimea N în X Cu alte cuvinte, filtrul elementar asociat secvenței (xn) este mulțimea tuturor McX astfel încât xn e M pentru toate, cu excepția unui număr finit de valori ale lui n Mulțimile Sn ale acelor xp pentru care p > n formează baza filtrului elementar asociat secvenței (xn) Filtrul elementar asociat cu o subsecvență infinită a secvenței (xn) majorează filtrul elementar asociat cu (xn) (vezi Exercițiul ) Prin definiție, fiecare filtru elementar are o bază numărabilă Înapoi: Propunerea Dacă un filtru $ are o bază numărabilă, atunci intersecția tuturor filtrelor elementare îl domină Într-adevăr, plasăm baza numărabilă a filtrului $ în după-n dovatalitate (Ап)п€к; mulţimile Z?"=Q Ap formează de asemenea o bază p= filtru (Propozitia ), unde Bn+ aBn pentru fiecare n Fie an un element arbitrar din Bn; este clar că $ este majorat de filtrul asociat cu (a") Astfel, intersecția a tuturor filtrelor elementare majorizante există și, evident, se majorează Dacă ar fi mai puternică, atunci ar exista o mulțime M £ astfel încât Bn P CM#= pentru orice n; luând un element bn din fiecare Bp P SM, am obține că filtrul asociat secvenței ( P) majorează $ și nu conține mulțimea M, în contradicție cu Definiția Cometariu Un filtru dominat de un filtru cu o bază numărabilă poate să nu aibă o bază numărabilă De exemplu, dacă X este o mulțime infinită nenumărabilă, atunci filtrul de complemente la submulțimi finite ale mulțimii X HH are o bază numărabilă (în caz contrar O FILTRE multimea tuturor submultimii finite ale multimii X ar fi numarabila, ceea ce contrazice presupunerea); totuși, acest filtru este majorat de orice filtru elementar din X asociat cu o succesiune infinită de elemente distincte în perechi Germeni relativ la filtru Fie un filtru în mulțimea X În mulțimea $(X) a tuturor submulților posibile ale mulțimii X, relația R dintre M și N: "există V £ astfel încât MlK= VlK" este o relație de echivalență', într-adevăr, evident, este reflexivă și simetrică, iar dacă M, N, P sunt submulțimi ale mulțimii X astfel încât u vnIl = PnIl pentru unele multimi V, W de atunci M P (V P W) - N n (V P P V) = P L (K L U ), ceea ce dovedeste tranzitivitatea lui R, deoarece V P W £ Clasa modfl a multimii McX se numeste germenul acestei multimi fata de filtrul iar coeficientul $(X)/H este multimea germenilor submultimii multimii X (fata de filtrul e) Mapările {M, N) >-> M A N și {M, N) n-> M UN ale produsului ty(X) X? P(X) în $₽(X) sunt în concordanță cu relațiile de echivalență RXR și R (Teor pl , Rezumatul rezultatelor, § , itemul ) Într-adevăr, dacă M = M' (mod R) și N~N' (mod R), atunci există V n W astfel încât M L V=M' L VmN L W-N' L W, de unde {M ț]N) P L ( V L W) \u d {M' L N-) L {V L W) și (M CN) L {V P W) \u d {M L {V L Yu) și U { N L {V L W)) = {M' L {V L Yu ) U {N' P {V L W))={M' U N') L (K L I ) Mapările {ty(X)/R)X{ty(X)/R) în ty(X)/R, obținute prin factorizare din cele două mapări indicate, vor fi (luând libertăți) notate cu (t, u) n -> • | L L și (t > L) ► U tr Se verifică direct că în raport cu aceste legi de compoziție (pretutindeni definite) fiecare element este idempotent și că sunt comutative, asociative și distributive unul față de celălalt În plus, relațiile t=WLL și m] = U L sunt echivalente; vom folosi (luându-ne libertăți) pentru ei notația £st]; este ușor de observat că aceasta este o relație de ordine în $(X)/H, față de care ?P(X)/H este o rețea al cărui element cel mai mic este germenul și cel mai mare element este germenul X; de observat, de altfel, că relaţia Jci] înseamnă că Oxj-wtw M £ şi V pentru care M A Va Vl V STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § Fie acum X' a doua multime si Φ multimea tuturor mapelor din X' de submultimi ale multimii X care apartin relatiei intre fag: "există un V £ £y> astfel încât / și g sunt definite și coincid cu V" este o relație de echivalență în Φ; de fapt, evident, este reflexiv și simetric; în plus, este tranzitivă, deoarece dacă / și g sunt definite și coincid pe V și g și h sunt definite și coincid pe W £ $, atunci / și h sunt definite și coincid pe V a mulțimii V £ în X' este numit germenul mapării j (față de $), iar mulțimea de coeficient Ф=Ф/ se numește mulțimea de germeni (față de $) mapărilor X în X' Remarci ) Orice mapare / a unei părți M a unei mulțimi X în X' este echivalentă mod S cu o mapare M a tuturor X în X' (ceea ce justifică terminologia anterioară); într-adevăr, este suficient să extindem / la X, dându-i, de exemplu, o valoare constantă pe X-M ) Pentru ca funcțiile caracteristice φν și φ v ale submulțimii M și N ale mulțimii X să aibă același germen față de S, este necesar și suficient ca M și N să aibă același germen față de - Fie X" a treia mulțime, cp maparea lui X' în X" și Φ' mulțimea tuturor mapărilor în X" de submulțimi ale mulțimii X care aparțin lui Pentru orice mapare / £ Φ compoziția c o / aparține lui Φ '; este clar că dacă £ ^p are același germen față de /, Tocpo/ncpog au același germen față de acest germen depinde, așadar, numai de germenul / al cartografierii / față de $ și va se notează ->gr(/ , ■■■, fn) a produsului DF/ în mulțimea Φ' a tuturor i- germenii cartografiilor X în X" În special, dacă = { , } și X\, X'r și X" sunt toate egale cu aceeași mulțime X' (astfel încât rp este o lege de compoziție definită peste tot pe X'), atunci rp generează o lege de compoziție definită peste tot pe mulțimea Φ a tuturor germenilor mapărilor X în X' Este ușor de observat că dacă legea φ definită pe X' este asociativă (respectiv comutativă), atunci același lucru este valabil și pentru legea corespunzătoare în Φ, dacă legea φ pe X' are un element neutru e', atunci germenul în raport cu $ al mapării constante xt -" e' este un element neutru pentru Φ îngropat corespunzător , este necesar și suficient să existe un V £ $ conținut în domeniul / astfel încât f(t) să fie inversabil în X' pentru fiecare t £ V', dacă notăm inversarea lui f(t) pentru fiecare tțV cu g(t) , -atunci germenul g al cartografierii g va fi apoi inversarea lui / în F - STRUCTURI TOPOLOGICE Cap eu, §# În special, dacă X' este un grup în raport cu legea ty, atunci φ este un grup în raport cu legea corespunzătoare; se mai dovedește că dacă X' este un inel (resp o algebră peste A), atunci Φ este un inel (resp o algebră peste A) în raport cu legile de compoziție corespunzătoare Germeni la un punct Unul dintre cele mai frecvente cazuri, când se aplică definițiile și rezultatele din § , este acela în care $ este un filtru al vecinătăților unui punct a din spațiul topologic X; în loc de "germeni rudă apoi spune" muguri la a Rețineți că în acest caz există un singur germen de vecinătăți ale punctului a, și anume întregul spațiu X Germenii mulțimilor închise coincid cu germenii mulțimilor local închise în punctul a, deoarece dacă L este local închis la punctul a, atunci germenii mulţimilor L şi L din punctul a coincid (§ , Propunerea ) De aici rezultă că dacă t, m) sunt germeni ai mulțimilor local închise la a, atunci |um) și Ε η) sunt de asemenea astfel de germeni Deoarece a aparține oricărei mulțimi V g, atunci /(a) este definit pentru orice / al cărui domeniu de definiție îi aparține, dacă / și g au același germen în punctul a, atunci este necesar /(a)=g (a) , astfel încât /(a) depinde numai de germen / cartografiere / la punctul a; se numește valoarea lui / în punctul a și se notează /(a) Rețineți că, în general, relația f(a)=g(a) nu implică în niciun caz f=g Fie X' și X" spații topologice, b un punct în hărțile X', g și g' X' bX" având același germen în punctul b Dacă / și /'■ sunt hărți ale lui X în X', continue în punctul a, având același germen în acest punct și astfel încât f(a) = b, atunci g o / și g' * /' au același și același germen la punctul a; de fapt, fie V o vecinătate a punctului b astfel încât g(^'}=g'{x'} pentru toate x' £ V'; atunci există o vecinătate V a punctului a astfel încât f(V) cV', f (V)cV și f(x)=f(x) pentru toate x e V, de unde urmează afirmația noastră Germenul mapării g o / în punctul a se numește compoziția germenilor g și / a mapărilor g și f și se notează cu g " EXERCIȚII Exerciții ) Găsiți toate filtrele într-o mulțime finită ) Să se arate că dacă intersecția tuturor mulțimilor de fidelitate date în mulțimea X este goală, atunci majorează filtrul de complement al submulților finite ale mulțimii X ) Intersecția filtrelor S și (r), date în același multimea X, exista o multime de toate submultimile sale de forma unde M trece prin și N trece prin (r) ) Arătați că filtrul de complement al submulților finite ale unei mulțimi infinite X este intersecția filtrelor elementare asociate cu toate secvențele infinite posibile de elemente distincte în perechi de la X ) Arătați că dacă filtrele și (r) definite într-o mulțime X au o limită superioară în mulțimea tuturor filtrelor din X, atunci această limită superioară este mulțimea tuturor submulților de forma LTG] V, unde M trece prin iar N trece prin (r) ) Fie ca fiecare filtru din multimea X sa fie asociat cu topologia asociata acestuia (n° ) in aceeasi multime X' = X|J {<>>}■ Urmatoarele propozitii sunt adevarate: a) Dacă o topologie din X' majorează topologia asociată cu filtrul , atunci această topologie este fie discretă, fie asociată cu majorarea filtrului Și invers b) Infimumul topologiilor asociate filtrelor dintr-o mulțime Φ de filtre din X este topologia asociată cu intersecția tuturor filtrelor din Φ c) Fie (r) un set de submulțimi din 'X, (r)'- mulţimea tuturor submulţilor lui X' de forma M J {co}, unde M trece prin (r), şi t>=(r)' (X) Dacă (r) generează filtrul , atunci £ generează în X' topologia asociată cu Ce topologie generează f dacă (r) nu este un generator de niciun filtru? d) Pentru ca să fie un ultrafiltru în X, este necesar și suficient ca topologia asociată acestuia în X' să fie X-maximală (§ , Exercițiul ) ) Într-un spațiu topologic X, intersecția filtrelor vecinătăților tuturor punctelor mulțimii nevide ACX este filtrul vecinătăților acestei mulțimi în X ) a) Fie Φ o mulțime de topologii dintr-o mulțime X Să se arate că filtrul de vecinătăți ale unui punct x e X la intersecția tuturor topologiilor din Φ este majorat de intersecția filtrelor de vecinătăți ale unui punct x în topologii din Φ b) Se consideră în mulţimea Qa ordinea lexicografică (Theor Multiplier, Ch III, § , itemul ) şi topologia = corespunzătoare acestei structuri a unei mulţimi perfect ordonate , exerciţiul ); fie topologia din Q obținută prin translație STRUCTURI TOPOLOGICE Cap ESTE • prin simetria (g, tj) i -> (m), ), uT este intersecția topologiilor u tj Să se arate că filtrul vecinătăților unui punct din topologie este mai slab decât intersecția filtrelor vecinătăților sale din topologii și £Tr * ) a) Să se arate că orice ultrafiltru care majorează intersecția unui număr finit de filtre majorează cel puțin unul dintre ele [Folosiți sugestia ] b) Dați un exemplu de ultrafiltru care majorează intersecția unei familii infinite de ultrafiltre, dar nu coincide cu niciunul dintre ultrafiltrele acestei familii [Considerați într-un set infinit X familia tuturor ultrafiltrelor cu un set de un punct ca bază ] ) Să se arate că intersecția mulțimilor care formează ultrafiltrul conține cel mult un punct și că dacă este format dintr-un punct, atunci ultrafiltrul este format din toate mulțimile care conțin acest punct [Folosiți sugestia ] ) Să se arate că dacă o submulțime A a unei mulțimi X nu aparține unui ultrafiltru U definit în X, atunci urma lui U pe A este ₽(L) ) Să se arate că într-o mulțime infinită un filtru elementar asociat cu o secvență ai cărei membri sunt distincti pe perechi nu este un ultrafiltru ) Fie / o mapare a unei mulțimi X într-o mulțime X' Pentru - Pentru ca orice bază de filtru în X să fie o bază de filtru echivalentă cu , este necesar și suficient ca / să fie injectiv ) Arătați că dacă maparea /: X-*X' este surjectivă, atunci imaginea /( ) a oricărui filtru din X este un filtru din X' * ) Fie mn>/(u) o mapare surjectivă a lui N în N astfel încât - că /(m) este finită pentru orice N Luați o succesiune arbitrară (xn) de elemente ale unei mulțimi X și puneți yn = xy(n) Arătați că filtrele elementare asociate cu secvențele (xn) și (yn) sunt aceleași Deduceți de aici că dacă (an)^ și ( n) sunt șiruri de elemente din X astfel încât filtrul asociat cu (i>n) majorează filtrul asociat cu (an), atunci filtrul asociat cu ( "), coincide cu filtrul asociat cu o subsecvență a secvenței (а") * ) Fie Φ un set numărabil perfect ordonat de filtre elementare într-o mulțime X Arătați că există un filtru elementar care majorează toate filtrele din Φ [Arătați că unirea tuturor filtrelor din Φ are o bază numărabilă ] ) Fie X o rețea (Theor multiplicator, Ch II, § , item ) O submulțime nevid F a setului X este înfășurată de un prefiltru EXERCIȚII dacă îndeplineşte următoarele condiţii: ° oricare ar fi x e F, relaţia y^x implică y e F; ° dacă x £ F și y £ F, atunci inf(x, y) £ F-, ° F £ X Astfel, în mulțimea tuturor submulțimii multimii Y, o includere ordonată, prefiltrele sunt filtrele VY Un prefiltru F se spune că este simplu dacă relația sup(x, y) > F implică x e F sau y e F Un prefiltru în ordinea opusă se numește coprefiltru în X a) Mulțimea tuturor majoranților mulțimii AcX nereductibilă la cel mai mic element din X este un prefiltru Dați exemple de prefiltre care nu ar fi seturi de majoranți b) Să se arate că dacă F este un prefiltru simplu, atunci CF este un coprefiltru simplu ' c) Arătați că dacă X are cel mai mic element , atunci fiecare prefiltru este conținut într-un prefiltru maxim [Folosiți teorema lui Zorn, ținând cont că nu aparține niciunui prefiltru ] d) Găsiți toate prefiltrele într-un set X perfect ordonat și arătați că toate sunt simple Obțineți exemple de prefiltre simple nemaximale de aici e) Fie X o mulțime ordonată formată din cinci elemente , , a, b, c, legate prin relații de ordine LV, definită ca în Exercițiul d, are toate proprietățile enumerate acolo } * ) O rețea X se numește algebră booleană dacă este distributivă, are cel mai mic element și cel mai mare element și pentru orice χ e X există un element x' e X astfel încât inf(a:, r' ) = și up (x, x') = ; elementul x' se numește complement al lui x în X a) Fie x\-b A x maparea injectivă a unei algebre booleene X în mulțimea tuturor submulților din mulțimea χ a tuturor prefiltrelor simple din X, definite în Exercițiul d; arătaţi că dacă x' este complementul lui x în X, atunci Ax' este CAX în x; deducem de aici că fiecare element x are un singur complement x', că complementul la x este x, iar complementul la inf(x, y) este supfz, y); dau dovada directa a acestor proprietati Arătați că elementul d(x, y) = inf(y, x') are toate proprietățile enumerate în Exercițiul g § Cap I Algebră; idealurile inelului boolean A corespunzător lui X care sunt diferite de A sunt coprefiltre în X b) Să se arate că în algebra booleană X fiecare prefiltru simplu este maxim [Rețineți că orice ar fi x e X, prefiltrul simplu conține întotdeauna x sau complementul său ] c) Dimpotrivă, fie X o rețea distributivă cu cel mai mic element și cel mai mare element astfel încât fiecare prefiltru simplu din X este maxim; arătați că atunci X este o algebră booleană [Luând x e X, luăm în considerare coprefiltrul C (Exercițiul ) format din acele y e X pentru care inffa:, y) = ; dacă x nu are complement, atunci există un coprefiltru maxim M care conține x și C; rețineți că complementul de la U la M în X este un simplu prefiltru (Exercițiile și ) și utilizați Exercițiul e ] d) Arătați că mulțimea tuturor submulților deschise-închise ale unui spațiu topologic X, ordonate după includere, este o algebră booleană Arătați că, dacă X este luat ca spațiu topologic asociat cu filtrul Fréchet (n° ), atunci algebra booleană corespunzătoare este infinită numărabil și, prin urmare, nu poate fi izomorfă cu mulțimea ordonată $(A) a tuturor submulților unei mulțimi A LIMITE § Limite Filtru limită Definitie Fie X un spatiu topologic, $ un filtru in X Un punct x e X se numeste limita filtrului daca Δ-majorizeaza filtrul (n) de vecinatati ale acestui punct', atunci mai spunem ca $ converge spre x Punctul x se numește limita bazei filtrului în X (și se spune că converge către x) dacă un filtru cu baza converge către x Această definiție și § Propunerea conduc la următorul criteriu: Propunerea Pentru ca baza filtrului în spațiul topologic X să convergă către punctul x e X, este necesar și suficient ca orice mulțime din sistemul fundamental de vecinătăți al punctului x să conțină o mulțime din În conformitate cu terminologia introdusă în Secțiunea § , Propunerea poate fi dată după următoarea formă: pentru ca baza filtrului B să convergă către x, este necesar și suficient ca (r) să conțină mulțimi arbitrar apropiate de x Dacă filtrul $ converge către x, atunci, prin definiția , orice filtru majorant converge și către x În același mod, dacă înlocuim topologia din X cu o topologie mai slabă, atunci filtrul de vecinătăți ale punctului x va fi înlocuit cu filtrul dominat de acesta (§ , Propunerea ) și, în consecință, filtrul $ va fi înlocuit converg spre x și în această nouă topologie Figurat vorbind, se poate spune astfel că cu cât topologia este mai puternică, cu atât mai puține filtre care converg în această topologie În special, pentru topologia discretă, numai filtrele de vecinătate sunt filtre convergente, deoarece acestea din urmă sunt ultrafiltre banale în X (§ , § ) Fie Φ un set de filtre în X care converg către același punct x Deoarece filtrul de vecinătate (x) este majorat de fiecare filtru din Φ, atunci (x) este, de asemenea, majorat prin intersecția lor ; cu alte cuvinte, converge și la x N VurOaka STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § Propozitia Pentru ca un filtru $ dintr-un spatiu topologic X sa converge catre x, este necesar si suficient ca orice ultrafiltru majorant sa converge catre x Aceasta rezultă imediat din cea anterioară și din Propunerea din § Remarcăm că, în general, un filtru poate avea mai multe limite diferite; vom reveni la această problemă în Secțiunea § Atingerea cu precizie a bazei filtrului Definiția se spune că x este un punct de tangență al unei baze de filtru într-un spațiu topologic X dacă x este un punct tangent pentru fiecare mulțime de Dacă x este punctul de contact al bazei filtrului , atunci, în virtutea corolarului Propoziției din § , va fi și punctul de contact al oricărei baze echivalente a filtrului și, în special, al un filtru cu baza Propunerea Pentru ca punctul x să fie un punct de contact al bazei filtrului , este necesar și suficient ca orice mulțime din sistemul fundamental de vecinătăți al punctului x să se intersecteze cu orice mulțime din " Rezultă direct din definiții Această propoziție și Corolarul al Propoziției din § arată că proprietatea "x este punctul de contact al filtrului g" este echivalentă cu proprietatea "există un filtru care majorează simultan filtrul y și filtrul de vecinătăți ale filtrului punctul x" Cu alte cuvinte, Propozitia Pentru ca punctul x sa fie punctul de contact al filtrului este necesar si suficient sa existe un filtru care sa majoreze si sa converge catre x În special, fiecare limită a filtrului A, atunci urma pe A a unui filtru de vecinătăți ale lui x în X este un filtru în A, convergând în mod evident către x Cometariu Un filtru într-un spațiu topologic nu are întotdeauna un punct de contact (cu atât mai puțin o limită); deci, de exemplu, într-un spațiu discret infinit, filtrul de complemente de mulțimi finite nu are un singur punct de contact Spațiile în care fiecare filtru are un punct de contact joacă un rol foarte important în matematică; le vom studia în § Limitarea și limitarea funcției exacte Definiția Fie / o mapare a unei mulțimi X într-un spațiu topologic Y și $ un filtru în X Punctul yțY se numește limita funcției / față de filtru dacă baza filtrului ffâ) converge către y, iar punctul limită al funcției / față de filtru dacă y are un punct de contact al filtrului de bază ffâ) Relația "y are o limită a funcției / de către filtru se scrie astfel: limg f=y, sau lіm/(x)=y, sau chiar lіm/(x)=y, dacă x, x nu poate duce la neînțelegeri STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § Definiția și Propozițiile și implică următoarele criterii: Propoziția Pentru ca yțY să fie limita funcției f față de filtru, este necesar și suficient ca pentru orice vecinătate V a punctului y din Y să existe o astfel de mulțime M g Jy, - că f(M) C V (adică f(V) £ J din orice vecinătate V a punctului y) Pentru ca y să fie un punct limită al funcției / față de filtrul Jy, este necesar și suficient ca pentru orice vecinătate V a punctului y și orice mulțime M să existe un punct x £ M astfel încât f(x ) g V Exemple ) Secvența de puncte (zn)n N a unui spațiu topologic X este o mapare ѣ -> xn a unei mulțimi N în X În analiză, se consideră adesea conceptul de limită sau de un punct limită al unei astfel de mapări printr-o Filtru Fréchet (§ , nr ) în N; dacă y are o limită de filtru Fréchet a mapării ѣ -> xn, atunci spunem că y are o limită a secvenței (xn) pe măsură ce n crește fără limită (sau că xn tinde spre y pe măsură ce n crește fără limită), și noi scrie lіmxn=y La fel limita-P-*oo Termenul punct al secvenței (xn) este orice punct limită al hărții m -> xn față de filtrul Fréchet Se mai poate spune că un punct y £ X este o limită (resp punct limită) a unei secvențe (xn) de puncte din X dacă y este limita (resp punct de atingere) a filtrului elementar asociat cu (xn) (§ , nr ) Pentru ca y să fie limita șirului (xn) în X, este necesar și suficient ca pentru orice vecinătate V a punctului y în X toți membrii șirului (xn), cu excepția unui număr finit dintre ei, să aparțină la V, adică că există un număr întreg n astfel încât xn e V pentru tot n > n În mod similar, pentru ca y să fie un punct limită al șirului (xn), este necesar și suficient ca pentru fiecare vecinătate V a punctului y și fiecare număr întreg n să existe un număr întreg n > n astfel încât xn £ V Este important să distingem cu atenție noțiunea de punct limită al unei secvențe de noțiunea de punct de tangență a unui set de puncte ale unei secvențe; fiecare punct limită este în același timp punctul de contact al mulțimii de puncte ale șirului, dar invers nu este adevărat LIMITE ) Mai general, fie / o mapare a unei mulțimi filtrante A într-un spațiu topologic X Dacă x e X este limita (respectiv, punctul limită) mapării / peste filtrul de secțiuni ale mulțimii A (§ , n° ), atunci x se numește limita (respectiv, punctul limită) a funcției f peste mulțimea filtrată A și scrieți x=lim /(z) Z A Dacă y are o limită (resp punct limită) a mapării /: X -> Y prin filtru $ în X, atunci y rămâne limita (resp punct limită) a mapării / prin filtru $ chiar dacă topologia din Y este înlocuit cu unul mai slab În mod similar, dacă y are o limită (resp punct limită) de / în raport cu filtrul $, atunci y va fi o limită (resp punct limită) a / în raport cu orice filtru mai puternic (resp mai slab) Propozitia Fie / o mapare a multimii X in spatiul topologic Y; pentru ca y £ Y să fie un punct limită al / în raport cu un filtru este necesar și suficient ca y să fie limita lui f în raport cu un filtru și în majorarea X Într-adevăr, să fie y punctul limită al mapării / peste - $ și EZ sunt filtrul cartierelor sale; atunci /( ) este baza filtrului - în X, deoarece fiecare mulțime din /( ) se intersectează cu fiecare mulțime din $ (§ , n° ) Această observație arată, în plus, că X are un filtru (r), un filtru majorant $ și un filtru - cu baza /(E ) (§ , Corolarul al Propoziției ), astfel încât y are o limită de / față de filtrul (r) În cele din urmă, rețineți că dacă / este o mapare a unei mulțimi X într-un spațiu topologic Y, atunci setul (posibil gol) al tuturor punctelor limită ale mapării / printr-un filtru în X este închis în Y (Propoziția ) Cometariu Dacă y £ Y are o limită (respectiv, un punct limită) a mapării /: X->Y prin filtrul $ în X, atunci y este STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § de asemenea limita (respectiv, punctul limită) oricărei funcții g: X -* Y care are același germen față de $ (§ , n° ); y se mai numește și limita (respectiv, punctul limită) germenului f al funcției / în raport cu Limite și continuitate Fie X și Y spații topologice, / fie o mapare a lui X în Y, fie un filtru de vecinătăți în X a unui punct a e X Pentru a exprima faptul că y £ Y este limita funcției / față de filtrul , în loc să scrieți / se folosește notația specială y \u d IT/ (x) x~*a și se spune că y are o limită de / la a, sau că f(x) tinde spre y așa cum x tinde către a În același mod, în loc să numim y punctul limită al funcției / prin filtrul , se spune că y are un punct limită al funcției f la a Din Propunerea , pe baza definiției continuității (§ , definiția ), obținem: Propozitia Pentru ca o mapa f a unui spatiu topologic X la un spatiu topologic Y sa fie continua la un ⊂ X, este necesar si suficient ca x->a Corolarul Fie X și Y spații topologice și f o mapare de la X la Y Dacă f este continuă într-un punct a > X, atunci pentru fiecare bază a filtrului din X care converge la a, baza filtrului /( ) converge spre /( A) În schimb, dacă pentru fiecare ultrafiltru e X care converge către a, baza ultrafiltrului /(U) converge către /(a), atunci f este continuă în punctul a Prima aserțiune este o consecință imediată a Propoziției Pentru a demonstra a doua, presupunem că / nu este continuă la a; atunci există un cartier W - al punctului f(a) în Y astfel încât f(W) să nu aparțină filtrului al vecinătăților punctului a din X Prin urmare (Propunerea § ), există un ultra-: - filtru U care majorează și nu conține j(W), ceea ce înseamnă l LIMITE conţinând complementul său A = X - f(W) (Propoziţia din § ); întrucât f(A) Γ) W - , atunci /(U) nu converge către /(a) Corolarul Fie o mapare g a unei mulțimi Z într-un spațiu topologic X are o limită a față de un filtru din Z; dacă maparea f: X-+Y este continuă în punctul a, atunci maparea compozită fog are limita f(a) în raport cu filtrul Limite cu privire la subspațiu Fie X și Y spații topologice, AcX și a un punct de contact al mulțimii A în X (nu aparținând neapărat lui A) Fie urma pe A a filtrului vecinătăților punctului a din X Dacă / este o mapare a mulțimii A în Y, atunci în loc să scriem p=lm$/, ceea ce înseamnă că y £ Y este limita de / față de filtru, scriem Y ~ lim f(x) x-*a, xba și spunem că y are o limită a funcției / în punctul a față de subspațiul A, sau că /(x) tinde spre y când x tinde să rămână un timp în A Rețineți că în acest caz y £ DL ) Dacă A = C(a), unde a este un punct neizolat în X, atunci în loc de lim /(x) se scrie și y = lim f(x) x-^a, xeA x-*a, x=£a Definiții similare sunt valabile pentru punctele limită Dacă / este restricția la A a mapării g: X -* Y, atunci se spune că g are o limită (respectiv punctul limită) y față de A într-un punct a e A dacă y are o limită (resp limită) punctul) al funcției / la a privind L Fie Bc A și a e X punctul de contact al mulțimii B Dacă y are o limită a mapării /: A-YY în a față de A, atunci y are și o limită a mapării / în a față de la B Reversul nu este adevărat; dar dacă V este o vecinătate în X a unui punct a G A și / are o limită a lui y în a față de V ∩ A, atunci y are și o limită a lui / în a față de A Fie a un punct neizolat al spațiului X și, în consecință, un punct de contact al mulțimii C {a} Pentru a STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § maparea /: X -* Y este continuă la a, este necesar și suficient, după cum reiese imediat din definiții, ca f(a) = lim /(x) sc-*a,x=?ta Limite în produsele spațiilor și spații factoriale Propozitia Fie X o multime, (DE m o familie de spatii topologice, f, pentru fiecare o mapare a lui X in Y, Inzestim X cu cea mai slaba topologie , pentru care toate f sunt continue Pentru ca filtrul $ in X pentru a converge spre punctul a e X , este necesar si suficient ca pentru fiecare i G I baza filtrului /A^y) sa converge catre /Da) in Y, Condiția este necesară deoarece toate / sunt continue (Corolarul al Propoziției ) În schimb, să presupunem că se ține și să fie V o vecinătate deschisă a unui punct a din X După definiția topologiei "Γ (Propoziția din § ), există un Jd finit și pentru fiecare i € J există un set deschis U, în Y, astfel încât / Da) € U, pentru toate i € J și П f,(U,)cV Dar din condiția rezultă că /, (U,) € v eJ (Propoziția ), și întrucât J este finit, atunci îi aparține f(U) eu e j minciuni, ceea ce completează proba, întrucât McV Corolar Pentru ca filtrul din spațiul X să fie Țx convergent către punctul x, este necesar și suficient ca baza filtrului pr( ($) a convergit la pr^ pentru fiecare i g I Corolarul Gol este o mapare a mulțimii X în spațiul Y-UUT Pentru ca / să aibă o limită y=(y,) în raport cu filtrul $ din X, este necesar și suficient ca y să fie un limită în = pentru fiecare i CI Propoziția I Fie R o relație de echivalență deschisă într-un spațiu topologic X și X/R Pentru fiecare punct χ e X și fiecare bază EXERCIȚII a unui filtru ' în X/R convergent către φ(x), există o bază a filtrului în X care converge către x şi astfel încât Y Arătați că pentru fiecare χ e X mulțimea tuturor punctelor limită ale lui / în x este o felie de G(x), unde G este închiderea lui G în spațiul XXY ) Fie (X,) / o familie nenumărată de spații discrete având fiecare cel puțin două puncte În produsul X-JțX, luați în considerare topologia generată de produse eu e ! eu și Z unde MtzX pentru fiecare și M, - X pentru toți i, cu excepția cel mult familiilor numărabile ale acestora (vezi § , exercițiul ) Arată ce este în X STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § intersecția fiecărei familii numărabile de mulțimi deschise este deschisă; deduceți de aici că niciun punct din X nu are un sistem fundamental numărabil de vecinătăți ) Numim o multime primitiva intr-un spatiu topologic X orice multime ArX care este multimea tuturor limitelor unui ultrafiltru din X Apoi notam cu Γ multimea tuturor ultrafiltrelor care au ca multimea tuturor limitelor lor A a) Arătați că dacă A este o mulțime primitivă în X, atunci fiecare mulțime deschisă care intersectează A aparține tuturor ultrafiltrelor u > Γg b) Fie A și B două mulțimi primitive diferite în X Arătați că există ultrafiltre și setul MczX, care este AfgU și CAfgjî c) Fie {: X->Y o hartă continuă Arătați că imaginea pentru / a oricărei mulțimi primitive din spațiul X este conținută într-o mulțime primitivă din spațiul Y d) Dacă un punct x e X este astfel încât {r} este închis în X, atunci mulțimea {x} este primitivă în X § Spații separabile și regulate Spații separabile Propozitia Fie X un spatiu topologic Următoarele afirmații sunt echivalente: (H) Indiferent de punctele distincte x și y în X, există o vecinătate a lui x și o vecinătate a lui y care nu au puncte comune (H ) Intersecția tuturor vecinătăților închise ale unui punct arbitrar din X este o mulțime care se reduce la acest punct (Hp) Diagonala A a spațiului XxX este o mulțime închisă (NPI) Pentru orice mulțime I, diagonala A a spațiului Y=X' este închisă în Y (HIV) Niciun filtru din X nu poate avea mai mult de o limită (Hv) Dacă un filtru $ din X are o limită x, atunci x este singurul său punct de contact Să demonstrăm implicațiile H=i> H ="> NU=FN U=?> H și H^H'MH^H SPAȚII SEPARABILE ȘI REGULARE (H)=>(H'): Într-adevăr, dacă x=£y, atunci există o vecinătate deschisă U a punctului x și o vecinătate deschisă V a punctului y astfel încât ! r]V= ; deci yf^U (H') => (HV): Fie y = £x; există o vecinătate închisă V a punctului x astfel încât y > V, iar prin presupunere există g rV astfel încât McV; de aici rezultă că M r) CE = , iar din moment ce CV este o vecinătate a punctului y, atunci y nu este un punct de contact pentru (HV)=>(H V): Acest lucru este evident, deoarece fiecare limită a unui filtru este un punct de atingere al acestui filtru (HIV)=>(H): Dacă fiecare vecinătate V a lui x intersectează fiecare vecinătate W a lui y, atunci mulțimile V r) W formează o bază de filtru care are atât x cât și y ca limită în X Aici urmează implicația afirmată (H)=>(H U): Fie x=(xt) un punct din X' care nu aparține lui M, astfel încât să existe cel puțin doi indici X, p pentru care xx=^x^ Fie Ex și E^ vecinătăți ale punctelor și x^ în X astfel încât EXT)E = ; apoi setul E=ExXE X T Xt (unde pentru i = X, u) este o vecinătate a punctului x din X (§ , n° ) care nu se intersectează cu Δ, ceea ce demonstrează că Δ este închis în X (H ):^!! ): Evident (NP)=>(H): Dacă x=£y, atunci punctul (x, yjț X'XX nu aparține diagonalei lui M, astfel încât (§ , n° ) există o vecinătate V a punctului x și o vecinătate W a punctului y astfel încât ( XW) Γ) D = , ceea ce înseamnă că V ∩ W - Definitie Un spatiu topologic X care satisface conditiile Propozitiei se numeste spatiu separabil (sau Hausdorff), topologia lui se numeste separabil (sau Hausdorff) Axioma (H) se numește axioma lui Hausdorff Exemple Fiecare spațiu discret este separabil Linia rațională Q este separabilă, deoarece dacă x și y sunt numere raționale astfel încât x [ punctele x și y nu se intersectează Un spațiu având cel puțin două puncte și dotat cu cea mai slabă topologie , n° ) este inseparabil STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § Fie /: X->Y o mapare a unei mulțimi X într-un spațiu separabil Y Din Propoziția rezultă imediat că / poate avea o singură limită în raport cu filtrul $ din X și că dacă / are o limită y în raport cu atunci y are un punct limită unic al lui f în raport cu Propunerea Fie fug mapări continue ale unui spațiu topologic X într-un spațiu separabil Y; atunci mulțimea acelor x e X pentru care f(x) = g(x) este închisă în X Într-adevăr, această mulțime este imaginea inversă a diagonalei produsului YXY față de maparea continuă (prin Propoziția din § ) x>->(f(x), g(x)) a spațiului X în YXY ; în consecinţă, validitatea propoziţiei rezultă din (Hn) ^ Teorema din § Corolarul (Principiul continuării identităților) Fie fu g mapări continue ale unui spațiu topologic X într-un spațiu separabil Y Dacă f(x)=g(x) în toate punctele unei mulțimi peste tot dens în X, atunci f=g Cu alte cuvinte, o mapare continuă de la un spațiu X la un spațiu (separabil) Y este complet determinată de valorile sale în punctele unei mulțimi dense peste tot în X Corolarul Graficul unei mapări continue f a unui spațiu topologic X într-un spațiu separabil Y este închis în XxY Într-adevăr, acest grafic este mulțimea acelor puncte (x, y) C £ XxY pentru care f(x) = y, iar mapările (x, y)>-> y și (x) spațiile XXY din Y sunt continue • Propozitia Vida este o familie finita in perechi puncte distincte ale unui spațiu separabil X; atunci pentru fiecare indice i există o astfel de vecinătate V; punctele x( în X astfel încât mulțimile V/ (/^r^u) sunt disjunse în perechi Să realizăm demonstrația prin inducție pe n Pentru n = propoziția afirmată nu este altceva decât axioma (H) Acum să fie W/ vecinătăți disjunse pe perechi ale punctelor xt (/^r^u - ) Pentru fiecare i( ^ r u - ) există o vecinătate T( a punctului X; și o vecinătate a lui U; a punctelor xn având un spațiu gol SPAȚII SEPARABILE ȘI REGULARE n- secțiune Punând atunci ¥■ = N ■ D) Tt pentru ^ i ^ n- și Vn= Ut, i*=i, obținem vecinătățile necesare Consecinţă Fiecare spațiu finit separabil este discret Propoziția Într-un spațiu separabil, fiecare mulțime finită este închisă Pentru demonstrație, este suficient să observăm că fiecare mulțime de un punct este închisă de axioma (H ) Propoziţia Dacă pentru orice pereche de puncte distincte x, y ale unui spaţiu topologic X există o mapare continuă f într-un spaţiu separabil X' astfel încât f(x)=/=f(y), atunci X este separabil Într-adevăr, să fie V' și W vecinătăți disjunse - unsprezece punctele f(x) și f(y) din X', atunci f( ') și f(W') vor fi vecinătăți disjunse ale punctelor x și y, ceea ce demonstrează propoziția Consecinţă Fiecare topologie care majorează o topologie separabilă este separabilă , Subspații și produse ale spațiilor separabile Fiecare subspațiu A al unui spațiu separabil X este separabil: de fapt, este suficient să aplicăm Propoziția injecției canonice A -> X Înapoi: Propoziția Dacă orice punct al unui spațiu topologic X are o vecinătate închisă care este un subspațiu separabil al lui X, atunci X este separabil Într-adevăr, fie x un punct în X și V vecinătatea sa închisă în X, care este un subspațiu separabil Prin ipoteză (axioma (H )), intersecția tuturor vecinătăților posibile închise ale punctului x față de V este mulțimea DAR STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § întrucât sunt și vecinătăți închise ale lui x în X (§ , n° ), intersecția tuturor vecinătăților închise ale lui x în X se reduce cu atât mai mult la x; deci X satisface axioma (H ) Se pot da exemple de spații inseparabile în care fiecare punct are o vecinătate separabilă (Exercițiul ) Propoziția Produsul oricărei familii de spații separabile este separabil În schimb, dacă produsul unei familii de spații nevide este separabil, atunci fiecare spațiu factorial este separabil Într-adevăr, fie X - T X produsul iei topologic spatii; dacă x și y sunt două puncte distincte în X, atunci există i astfel încât pi^a^prj/, iar Propoziția arată că separabilitatea tuturor implică separabilitatea lui X În schimb, dacă X este separabil și X nu este gol, atunci fiecare Xt este homeomorf unui subspațiu al spațiului X (Propoziția din § ) și, prin urmare, este separabil Corolarul Fie X o mulțime, o familie de spații topologice separabile și f pentru fiecare \ £I o mapare a lui X în Y, Îl înzestrăm pe X cu cea mai slabă topologie αΓ pentru care toate sunt continue Pentru ca X să fie separabil, este necesar și suficient ca pentru fiecare pereche de puncte distincte x, y din X să existe astfel încât f^^f^y) Prin Propunerea , condiția este suficientă În schimb, pentru a demonstra necesitatea, în virtutea Propoziției tocmai dovedite și a Propoziției din § , ne putem limita la cazul în care I se reduce la un singur element, cu alte cuvinte, la cazul în care există o inversă imagine sub /: X -> Y a unei topologii separabile Dar dacă /(x)=/(i/) pentru două puncte diferite x, y din X, atunci este clar că orice mulțime deschisă (în topologia ΓΓ) care conține și x conține y, de unde urmează afirmația noastră Corolarul Spațiul gol (KhL, fa) este un sistem proiectiv de spații topologice Dacă toate XL sunt separabile, atunci X= mXa X/R harta canonică; C este imaginea inversă a diagonalei A a produsului (X/R) X (X/R) în raport cu maparea (X/ ) X (X/ ); în consecință, prima aserțiune decurge din continuitatea lui X' obținută prin factorizarea lui /, deoarece aceasta maparea este continuă ( § , propoziția ) În special: Propoziția Dacă f este o mapare continuă a unui spațiu topologic X într-un spațiu separabil X' și R este o relație de echivalență t(x)=ț(y), atunci spațiul coeficient X/R este separabil Propoziția Dacă X este un spațiu separabil cu o secțiune continuă s față de R, atunci X/R este separabil și s(X/R) este închis în X Într-adevăr (§ , nr ), X/R este homeomorf unui subspațiu s(X/R) al unui spațiu separabil X și, prin urmare, este separabil Mai mult, s(X/R) este mulțimea acelor x e X pentru care s(φ(x)) = :, unde cp: X -* X/R este harta canonică; deci a doua afirmație rezultă din Propunerea Spații obișnuite Propoziția I Într-un spațiu topologic X, următoarele proprietăți sunt echivalente} (OP ) Mulțimea tuturor vecinătăților închise ale oricărui punct din X este sistemul fundamental de vecinătăți ale acestui punct (Om) Pentru fiecare mulțime închisă F din X și fiecare punct χ £ F, există o vecinătate a punctului x și o vecinătate a mulțimii F care nu au puncte comune SPAȚII SEPARABILE ȘI REGULARE (O|||)z>(Oni)'- Într-adevăr, din (O U) rezultă că dacă F este închis și x > F, atunci există o vecinătate închisă V a punctului x conținut în vecinătatea CF a punctului X; atunci V și CV vor fi vecinătăți ale punctului x și respectiv ale mulțimii F, neavând puncte comune (Ow)=>(O |): Într-adevăr, fie W o vecinătate deschisă a unui punct x e X; din (Om) rezultă că există o vecinătate U a punctului x și o vecinătate V a mulțimii SI care nu au puncte comune și apoi U a: W Definiția Un spațiu topologic separabil care satisface axioma (Om) se numește regulat; atunci topologia sa se mai numește și regulată Spațiul discret este obișnuit ° După cum vom vedea în § , fiecare spațiu local compact (în special, linia reală R) este un spațiu regulat , Propoziţia Fiecare subspaţiu al unui spaţiu regulat este regulat Într-adevăr, fie A un subspațiu al unui spațiu regulat X Deoarece X este separabil, A este și separabil (n° ); pe de altă parte, fiecare vecinătate a punctului x e A în raport cu A are forma VG) A, unde V este o vecinătate a punctului x din X Deoarece X este regulat, există o vecinătate W a punctului x în X, care este închis în X și conținut în V; atunci W ∩ A este o vecinătate a punctului x din A, închisă în A și astfel încât Π > decât propoziția dovedit Înapoi; Propoziția Dacă orice punct al unui spațiu topologic X are o vecinătate închisă care este un subspațiu regulat al spațiului X, atunci X este regulat Într-adevăr, X este separabil (Propunerea ) Pe de altă parte, fie x un punct arbitrar în X și V vecinătatea sa închisă care este un subspațiu regulat al lui X Orice vecinătate U a lui x în X conținută în V va fi o vecinătate a lui x în ; Aceasta înseamnă că în virtutea presupunerii STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § este o vecinătate W a lui x în Y care este închisă în V și conținută în U Dar W este și o vecinătate a lui x în X deoarece V este o vecinătate a lui x în X și W este închisă în X deoarece V este închisă în X Remarci ) Există exemple de spații inseparabile, fiecare punct având o vecinătate obișnuită (Exercițiul ) ) Există exemple de spații neregulate separabile (Exercițiul ) ) O topologie care domină o topologie obișnuită nu este neapărat regulată (Exercițiul ) Continuare prin continuitate, Limită dublă Teorema Fie X un spațiu topologic, A o mulțime densă peste tot în X și /: ->Y o mapare de la A la un spațiu regulat Y Pentru a exista o mapare continuă f: X->Y extinzând f, este suficient ca, oricare ar fi x e X, f(y) tinde spre o anumită limită în Y așa cum y tinde spre x rămânând în A Extinderea continuă / a mapării / pe X este atunci unică Unicitatea lui / decurge din principiul continuării identităților (Corolarul al Propoziției ) Necesitatea condiției este evidentă, căci dacă / este continuă pe X, atunci pentru orice χ e X avem f(x) = lim f(y)~ lim f(y) (§ , n° ) În schimb, dacă condiția theo-y-+x, yeA y-*x, yeA teorema este îndeplinită, atunci pentru orice χ e X punem f(x) egal cu lim f(y), un element bine definit al spațiului Y, y -* x, y deoarece Y este separabil Rămâne de demonstrat continuitatea lui / în fiecare punct χ e X Fie V o vecinătate închisă a unui punct f(x) din Y; prin presupunere, există o vecinătate deschisă V a lui x în X astfel încât /(V P )cY'; deoarece V este o vecinătate a fiecăruia dintre punctele sale, atunci pentru orice z £ V avem f(z) = lim f(y), de unde /(") €/(VP )cV", întrucât V este închis Valabilitatea afirmaţiei rezultă, deci, din faptul că vecinătăţile închise ale punctului j(x) formează un sistem fundamental al vecinătăţilor sale în Y SPAȚII SEPARABILE ȘI REGULARE Maparea / se spune că se obține prin extinderea f la X prin continuitate În teorema , regularitatea lui Y nu poate fi înlocuită cu o condiție mai puțin restrictivă fără presupuneri suplimentare despre X, A sau / (Exercițiul ) Consecinţă Fie $xX$ un filtru în mulțimea X=X XX , care este produsul (§ , itemul ) al filtrului , dat în mulțimea Xr, și filtrul $ , dat în mulțimea X Fie, mai departe, / o mapare a unei mulțimi X într-un spațiu regulat Y Să presupunem că: a) lim^lX^a / există; b) lim /(Xx, x )=g(x ) există pentru orice xr > Xt Atunci lim g(xx) există și este egal cu lim ]X^ / Fie X'l = X U {wt} (resp X' - X și { pentru orice vecinătate închisă V a punctului a; întrucât prin presupunerea B este închis și X este regulat, rezultă că a e B și deci (a, b) e C, ceea ce completează demonstrația Consecinţă Într-un spațiu obișnuit, fiecare relație de echivalență deschisă și închisă simultan este separabilă Aceasta rezultă din Propozițiile și Propoziția Fie X un spațiu regulat, F o mulțime închisă nevidă în X și R relația de echivalență obținută prin identificarea între ele a tuturor punctelor din F (cu alte cuvinte, relația de echivalență ale cărei clase sunt F și mulțimile {x} pentru toate x ^SE) Atunci spațiul coeficient X/R este separabil Într-adevăr, fie M și N două clase de echivalență diferite în X Dacă fiecare dintre ele se reduce la un singur punct în CF, atunci într-un spațiu separabil CF există vecinătăți deschise disjunse ale mulțimilor M și N și sunt R-saturate vecinătăți disjunse ale mulțimilor M și N din X Dacă M = F și N = {b}, unde b F, atunci prin presupunere există o vecinătate deschisă a punctului b și o vecinătate deschisă a mulțimii F care nu se intersectează cu ea, iar aceste vecinătăți sunt saturate în raport cu R, ceea ce și completează demonstrația Rețineți că spațiul coeficient X/R nu este neapărat regulat (Capitolul IX, ed a -a, § , Exercițiul ) Exerciții ) a) Fie X un spațiu topologic; demonstrați echivalența următoarelor proprietăți: (Q) Oricare ar fi două puncte distincte x și y din X, există o vecinătate a lui x care nu conține y (Q') Fiecare set de un punct în X este închis (Q") Intersecția tuturor vecinătăților estuarului x £ X se reduce la x Se spune că un spațiu X cu aceste proprietăți este accesibil EXERCIȚII b) Pentru ca o mulțime ordonată X înzestrată cu topologia corectă (în care X este un spațiu Kolmogorov (§ , exercițiul )) să fie accesibilă, este necesar și suficient ca două elemente distincte ale lui X să nu fie comparabile și atunci topologia dreaptă în X este discretă ) a) Dacă o topologie dintr-o mulțime X este generată de mulțimi finite ale supramulților sale și X este accesibil în această topologie, atunci X este finit și topologia luată în considerare este discretă b) Dacă fiecare intersecție de mulțimi deschise într-un spațiu accesibil X este deschisă, atunci X este discret [vezi § , exercițiul ] ) a) Fie x un punct de contact al unei mulţimi A într-un spaţiu accesibil X, dar aparţinând lui A; arătați că fiecare vecinătate a punctului x conține un set infinit de puncte din A b) Fie X un spațiu accesibil și AaX Arătați că mulțimea punctelor x e A astfel încât orice vecinătate a lui x conține un punct din A distinct de x este închisă în X c) Să se arate că într-un spațiu accesibil X intersecția tuturor vecinătăților oricărei mulțimi AaX coincide cu A ) Orice subspațiu al unui spațiu Kolmogorov (resp accesibil) este un spațiu Kolmogorov (resp accesibil) Topologia care domină topologia unui spațiu Kolmogorov (resp accesibil) este topologia unui spațiu Kolmogorov (resp accesibil) * ) a) Fie X o mulțime infinită Arătați că toate topologiile din X (§ , Exercițiul ) astfel încât l aCard (N), atunci spațiul X& satisface condiția (DIV), dar nici condiția (Du) și nici condiția (Du,), exercițiul § [§ , exercițiul ] ° ) Fie X un interval [- , ] în R Se consideră următoarea relație de echivalență în X: clasa de echivalență a fiecărui punct STRUCTURI TOPOLOGICE GL I, § xp ± este format din punctele x și -x; clasele de echivalență ale fiecăruia dintre punctele și - se reduc la acest punct Arătați că relația este deschisă și spațiul factor X/S este accesibil, dar inseparabil Mai mult, fiecare punct din X/S are o vecinătate în X/S care este un subspațiu regulat o ) Fie X un spațiu topologic și Η o relație de echivalență închisă în X astfel încât toate clasele de echivalență față de acesta sunt finite Arătați că dacă X este separabil (respectiv regulat), atunci același lucru este valabil și pentru X] R Acest lucru se aplică, în special, următoarelor două cazuri: ° X R este spațiul coeficient obținut prin lipirea familiei de spații (X() peste mulțimi închise AIX (§ , n° ) îndeplinind condiția ca pentru fiecare indice i să existe doar o mulțime finită de indici x pentru care Aa > ° R este relația de echivalență "există x Arătați că orice topologie separabilă în X, pentru care orice mapare Γ este un homeomorfism al lui X pe sine, majorează topologia Pentru ca topologia φΓ/(Γ) să fie separabilă, este necesar și suficient ca grupul Γ să îndeplinească următoarea condiție: pentru oricare două puncte distincte x și y din X există un număr finit de elemente astfel încât mulțimile Γ(uA ) din elementele din X , care sunt invariante față de uk, formează o acoperire a spațiului X și niciunul dintre ele nu conține atât x, cât și y c) Se notează prin topologia dreptei raționale Q (resp dreapta numerică R) și prin Γ grupul tuturor homeomorfismelor acestei linii Q (resp R) asupra ei însuși Arătați că topologia ^}(Γ) coincide cu £Γ d) Fie X un subspațiu al dreptei raționale formată de definit de punctele și - (unde n este un număr întreg & ), iar Γ este grupul tuturor homeomorfismelor din spațiul X Arătați că topologia ^}(Γ) este inseparabilă și că grupul de homeomorfisme ale lui X este dotat cu această topologie coincide cu Γ e) Fie X un spațiu topologic astfel încât pentru orice pereche de punctele sale distincte x, y să existe un homeomorfism al spațiului X asupra lui însuși astfel încât u(x)-x, u(y)y=y ("de exemplu , spațiul numeric R '!o) Fie G grupul tuturor homeomorfismelor spațiului X pe el însuși și fie Sx, pentru fiecare χ e X, subgrupul său lăsând x neschimbat Arătați că Sx coincide cu normalizatorul său în G și că intersecția tuturor Sx se reduce la un element neutru; în special, centrul grupului G se reduce la un element neutru STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § ) Arătați că axioma ( u) este echivalentă cu fiecare dintre următoarele axiome: (Ojjj) Intersecția tuturor vecinătăților închise ale unei mulțimi închise arbitrare F în X coincide cu F (Ojjj) Pentru orice filtru din X care converge către punctul a, filtrul din X având ca bază închiderea tuturor seților de la converge de asemenea către a ) a) Să se arate că fiecare spațiu Kolmogorov care satisface axioma (Om) este separabil (și deci regulat) b) Formați în mulțimea celor trei elemente o topologie inseparabilă care satisface axioma (Om) ) Fie (X) o familie infinită de spații topologice; dotați mulțimea X = JJx, oricare dintre topologii, i definite în Exercițiul § Arătați că dacă toate Xt sunt spații Kolmogorov (respectiv accesibile, separabile, regulate) spații, atunci același lucru este valabil și pentru X ) Arătați că topologiile ΓΓι(X), ΓΓ+(X) și ξΓ (X) (§ , Exercițiul ) sunt regulate într-o mulțime X perfect ordonată ) Fie multimi Xj si Xa, / un filtru in X; (t = l, ) și f este o mapare a produsului X = XtXX într-un spațiu regulat Y astfel încât pentru orice Tj^Xj există lim/(z^ x^) - g(xl) X,,K, Pentru ca Y să fie un punct de contact al funcției g față de filtrul i, este necesar și suficient ca pentru orice vecinătate V a punctului a din Y și orice mulțime Λ i să existe x e Ai și e astfel încât {({x e XAJ cV * ) Fie X un spațiu separabil neregulat (vezi Exercițiul ) și a fi un punct din X care are o vecinătate U care nu conține nicio vecinătate închisă a acestui punct Fie un filtru de vecinătăți ale punctului a și Y= /I {w} să fie spațiul topologic asociat (§ , n° ) cu filtrul său de secțiune Se consideră produsul =YXX dotat cu următoarea topologie: pentru (y, x) ^= ț ( n (unde k este un număr întreg) Fie X spațiul obținut prin dotarea ] , [ cu topologia generată de intervalele deschise |a, p[ conținute în X și mulțimile A și B Să se arate că X este un semiregulat (Exercițiul ), dar nu un spațiu obișnuit, separabil * ) a) Mulțimile tuturor topologiilor regulate din mulțimea X și ale tuturor topologiilor regulate fără puncte izolate sunt inductive față de minoritate b) O topologie dintr-o multime X se spune ca este ultraregulara daca este maxima in multimea tuturor topologiilor regulate din X fara puncte izolate; astfel, pentru orice topologie regulată din X fără puncte izolate, există o topologie ultraregulată care o domină Un spațiu a cărui topologie este ultra-regulată se numește ultra-regular Pentru ca o topologie regulată fără puncte izolate să fie ultraregulară, este necesar și suficient ca oricare două complementare EXERCIȚII multimile A si B fara puncte izolate in X au fost deschise in X In special, un spatiu ultraregular nu este decidabil (§ , exercitiul ) [Pentru a demonstra suficiența condiției, rețineți că dacă este o topologie obișnuită fără puncte izolate, majorând Γ, U este o mulțime deschisă nevid, iar U este închiderea sa în $", atunci U și X - V nu au izolat puncte în JT ] c) Într-un spațiu ultra-regular, închiderea oricărei mulțimi fără puncte izolate este o mulțime deschisă, iar interiorul unei mulțimi dens peste tot este dens peste tot; astfel intersecția a două mulțimi dense peste tot este densă peste tot Deduceți de aici că dacă este o topologie ultraregulară, atunci dintre toate topologiile pentru care c^'* = r (Exercițiul ) există una care le domină pe toate celelalte (și este neapărat submaximală) ° ) Fie (ϲu) o succesiune densă pretutindeni de numere iraționale în intervalul Z=[ , ] al dreptei reale R și fie Іп spațiul coeficient al spațiului I obținut prin identificarea punctelor , Ѳx , , Ѳ" unul cu celălalt , iar Y cu următoarea proprietate universală: pentru orice mapare continuă /: X-*Z a spațiului X într-un spațiu Kolmogorov arbitrar (respectiv accesibil, separabil, regulat) spațiul Z există și, în plus, o hartă unică, continuă g: Y -> Z astfel încât f - g<> Y în corespunzătoare STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § spațiul regulat universal este bijectiv [Cm exercițiul b ] d) Să se arate că, dacă un spațiu X satisface axioma ((r) P), atunci spațiul universal Kolmogorov corespunzător este canonic homeomorf spațiului regulat universal corespunzător lui X ) Fie X un spațiu separabil neregulat, F o mulțime închisă în X și F un punct în X cu proprietatea că oricare dintre vecinătățile sale se intersectează cu orice vecinătate a mulțimii F Fie ? este relaţia de echivalenţă obţinută prin identificarea între ele a tuturor punctelor din F Arătaţi că ? este închis și graficul său este închis în XXX, dar X/ ? de nedespartit * ) a) Fie R o relație de echivalență separabilă într-un spațiu topologic X, R(X) este spațiul tuturor mulțimilor posibile închise nevide din X dotate cu topologia indusă de topologie (Exercitul ) Arătați că orice A g (X) care este un punct de contact pentru X/R este conținut într-o clasă de echivalență în raport cu R [Raționați prin contradicție ] b) Să presupunem, în plus, că X este regulat și relația R este deschisă Arătați că atunci X/ ? este închis în (X) dotat cu topologia [Folosiți propoziția ȘI § ] § Spaţii compacte şi compacte local Spații cvasi-compacte și compacte Definiție Un spațiu topologic X se spune a fi cvasi-compact dacă satisface următoarea axiomă: (C) Fiecare filtru din X are cel puțin un punct de atingere Se spune că un spațiu topologic este compact dacă este cvasi-compact și separabil Rezultă direct din această axiomă că dacă / este o mapare dintr-o mulțime Z într-un spațiu cvasi-compact X și este un filtru arbitrar în Z, atunci / are cel puțin un punct limită în În special, fiecare succesiune de puncte într-un spațiu compact are cel puțin un punct limită; dar această condiție nu este echivalentă cu (C) (exercițiul ) Formulăm trei axiome echivalente cu axioma (C): (C') Fiecare ultrafiltru din X converge SPAȚII COMPACTE ȘI LOCAL (C') implică (C), deoarece dacă este un filtru în X, atunci există un ultrafiltru care îl domină (§ , Teorema ), și deoarece acest ultrafiltru converge către un punct x, atunci x este punctul de contact pentru (C) implică (C'), deoarece dacă ultrafiltrul are un punct de contact, atunci el converge în acest punct (§ , corolarul Propoziţiei ) Astfel, dacă / este o mapare dintr-o mulțime Z într-un spațiu cvasi-compact X și U este un ultrafiltru în Z, atunci / are cel puțin o limită în U (§ , Propunerea ) (C") Orice familie de mulțimi închise din X a căror intersecție este goală conține o subfamilie finită cu intersecție goală (C) implică (C"); într-adevăr, fie (r) o familie de mulțimi închise în X a căror intersecție este goală; dacă intersecția fiecărei subfamilii finite din (r) ar fi nevidă, atunci (r) ar genera un filtru (§ , propoziția ) , care, conform (C), ar avea un punct de contact; dar acest punct ar aparține tuturor mulțimilor din (c) datorită închiderii lor, iar acest lucru contrazice presupunerea În schimb, negația lui (C) implică negația lui (C"), deoarece dacă este un filtru care nu are puncte de contact, atunci închiderile mulțimilor din formează o familie de mulțimi închise pentru care (C") nu tine (C'") (axioma Borel-Lebesgue) Fiecare acoperire deschisă a lui X conține o acoperire deschisă finită a acestui spațiu (C'") se obține din (C") prin trecerea la complemente, deci aceste axiome sunt echivalente Dacă X este cvasi-compact, atunci fiecare acoperire local finită Ε? spațiul X este finit, deoarece atunci, în virtutea lui (C"'), există o acoperire a spațiului X constând dintr-un număr finit de mulțimi deschise, fiecare dintre ele intersectând doar un număr finit de mulțimi din EXEMPLE ) Fiecare spațiu finit este cvasi-compact și, în general, fiecare spațiu care conține doar un finit STRUCTURI TOPOLOGICE Cap eu, §" număr de seturi deschise, cvasi-compacte; pentru ca un spațiu finit să fie compact, este necesar și suficient ca acesta să fie discret, întrucât un spațiu finit separabil este discret (§ , corolarul Propoziției ) În schimb, fiecare spațiu compact discret este finit, deoarece într-un astfel de spațiu fiecare mulțime de un punct este deschisă, astfel încât spațiul este finit în virtutea lui (C"') ) Înzestrăm mulțimea X cu o topologie în care doar X și submulțimile sale finite sunt mulțimi închise (această mulțime de submulțimi ale mulțimii X satisface evident axiomele (Oj) și (On) din § ) Spațiul topologic X astfel definit este cvasicompact Într-adevăr, să arătăm că satisface Axioma (C") Dacă (Ft)ig/ este o familie de mulțimi închise în X cu intersecție goală, atunci pentru unele agZ este finită; fie ak elementele sale; prin presupunere pentru fiecare indice k există un indice ik £ I astfel încât aA f|ft; atunci intersecția tuturor F (l X/R-, deoarece X/R este separabil, este compact (Corolarul ) și / este o hartă închisă (Corolarul ), și de aici asociat c / bijecția K/R^-X/R este un homeomorfism (§ , propoziția ) Aceasta dovedește afirmația a); din ea decurge imediat afirmația b), de atunci K/Rk=K Produs al spațiilor compacte Teorema (Tikhonov) Fiecare produs al spațiilor cvasi-compacte (resp compact') este cvasi-compact (resp compact) În schimb, dacă produsul spațiilor topologice nevide este cvasi-compact (respectiv compact), atunci fiecare dintre spațiile factoriale este cvasi-compact (resp compact) Având în vedere caracterizarea produselor separabile (§ , Propunerea ), totul se reduce la demonstrarea afirmațiilor despre spații cvasicompacte Dacă X= ȚȚ X este cvasi-compact și nu este gol, atunci X este cvasi-compact pentru orice i în virtutea teoremei , deoarece În schimb, să presupunem că toți X sunt cvasi-compacte și că I este un ultrafiltru în X; atunci pr,(Π) pentru orice i£ este o bază a unui ultrafiltru în X, (§ , Propoziţia ), care converge prin axioma (C'); deci U converge (§ , Corolarul al Propoziției ), ceea ce completează demonstrația Consecinţă Pentru ca o mulțime dintr-un produs de spații topologice să fie relativ cvasi-compact, este necesar și suficient ca fiecare dintre proiecțiile sale să fie * STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § este relativ cvasi-compact în spațiul factorial corespunzător Condiția este necesară prin Teorema Este suficientă, deoarece dacă A este o mulțime în ȚX cu proprietatea că pr/A) I pentru fiecare i este cuprins în submulțimea cvasi-compact Kk a spațiului, atunci A este conținut în submulțimea cvasi-compact Ț^ spații ȚȚ X, II Limitele proiective ale spaţiilor compacte Propoziția Fie (Xa, fap) un sistem proiectiv de spații compacte în raport cu un set de filtrare a indicilor I astfel încât pentru fiecare £ I există o mapare de identitate, X = mXa limita sa proiectivă și maparea canonică X - + Xa (§ , punctul ) Apoi' ° X este, de asemenea, compact pentru fiecare a avem L(X) = P/ ?(X ) ( ) B>a ° Dacă toate Xa nu sunt goale, atunci X nu este gol F De fapt, X este un subspațiu închis al spațiului ->a (§ Corolarul al Propoziției ) și, prin urmare, este compact în vederea unei Teoremele și Propoziția Restul aserțiunilor decurg din teorema a suplimentului, în care mulțimea tuturor mulțimilor închise ale spațiului este luată ca reală, condițiile (I) și (II) nu sunt altceva decât axiomele (Ot) ) și (C"); proprietatea (III) rezultă din închiderea lui {xa) și continuitatea lui /oP (§ , Teorema ) și, în sfârșit, proprietatea (IV) rezultă din Corolarul al Teoremei Corolarul Gol (Xa, /aP) este un sistem proiectiv de spații topologice în raport cu mulțimea de indici de filtrare și pentru orice pereche de indici a, astfel încât a = , -i și orice xa Xn mulțimea /aP(xa) este compactă Atunci relația ( ) este satisfăcută și (ra) este compactă pentru orice XB SPAȚII COMPACTE ȘI LOCAL Într-adevăr, pentru orice | I Dr(Xv) si orice in-P sa - setăm Lfi-Dv(m) Dacă atunci /pv(Zv)cĂp și mulțimea din toate P^a este cofinală la setul / Este clar că toate L&(P^a) posibile formează un sistem proiectiv de spații topologice (în raport cu restricțiile mapărilor /Bv), limita proiectivă L - la care D(x) este homeomorf Deoarece prin presupunere toate Ap sunt compacte și nevide, afirmațiile corolarului decurg din Propoziția Corolarul Spațiile goale (Xa, Dw) și (Xa, /aB) sunt sisteme proiective de spații topologice față de aceeași mulțime de filtrare , iar (ua) este un sistem proiectiv de mapări ua: Xa -> Xa Fie X = іtXa, X'= іtXa și u=limua - , a) Dacă ua(xa) pentru unele x' = (xa) $X' este compactă și nu este gol pentru orice a e I, atunci de asemenea (x') este compact și nevid b) Dacă toți Xa sunt compacti, toți Xa sunt separabili și toți Xa sunt surjectivi și continui, atunci la fel este surjectiv - Să setăm LL=uL(xa); este clar că ele formează un sistem proiectiv de spații topologice (în ceea ce privește (x') = L este limita lor proiectivă; prin urmare, afirmația a) rezultă din Propoziția Afirmația b) rezultă direct din aceasta în virtutea Propoziției Spații compacte local Definiția Un spațiu topologic X se numește local compact dacă este separabil și fiecare punct al acestuia are o vecinătate compactă Evident, fiecare spațiu compact este local compact; dar invers nu este adevărat; de exemplu, orice spațiu discret este compact local, dar dacă este infinit, nu este compact STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I § ° După cum vom vedea în § Cap IV, linia reală R este un spațiu local compact, dar nu compact Propunerea Fiecare spațiu local compact este regulat Într-adevăr, fiecare punct x al unui spațiu local compact X are o vecinătate compactă Y; întrucât X este separabil, V este închis (Propoziţia ); pe de altă parte, V este un subspațiu regulat (o consecință a Propoziției ) și, prin urmare, X este regulat (§ , Propunerea ) Consecinţă Într-un spațiu local compact, fiecare punct are un sistem fundamental de cartiere compacte Într-adevăr, intersecția oricărei vecinătăți închise a punctului x cu o vecinătate compactă a acestui punct este o vecinătate compactă a punctului x (Propoziția ) Rețineți că există spații Tooiolottes inseparabile în care fiecare punct are un sistem fundamental de vecinătăți compacte (Exercițiul ) Corolarul Propoziției este generalizat după cum urmează: Propoziția Într-un spațiu X local compact, orice mulțime compactă K are un sistem fundamental de vecinătăți compacte Într-adevăr, fie U o vecinătate arbitrară a mulțimii K; pentru orice x e K există o vecinătate compactă X(x) a punctului x conținut în U Când x străbate mulțimea K, interioarele mulțimilor W(x) formează capacul său deschis, deci există un număr finit de punctele x; £ K (I^i^u) astfel încât interioarele mulţimilor W(xl) formează o acoperire a mulţimii K; uniunea V a mulţimilor W(x{) va fi atunci o vecinătate compactă a mulţimii K conţinută în U (Propoziţia ) Propoziția I Fie F o mulțime într-un spațiu local compact X astfel încât intersecția sa F ⊂ K cu orice mulțime compactă K din X este compactă, atunci F este închisă în X Prin Propunerea , aceasta rezultă din Propunerea a din § SPAȚII COMPACTE ȘI LOCAL Propoziția Într-un spațiu separabil X, fiecare subspațiu compact A este local închis Într-adevăr, fiecare punct χ e A are, prin presupunere, o vecinătate V în X astfel încât V Γ) A este compact și deci închis în V (Propoziția ) Propoziția Într-un spațiu X local compact, fiecare subspațiu local închis este local compact Într-adevăr, fie A închis local în X; fiecare χ e A are o vecinătate U în X astfel încât U Γ) A este închis în U Fie V c U o vecinătate compactă a lui x în X; atunci V P A = (S P )PU este închis în V și, prin urmare, compact (Propoziția ); și întrucât aceasta este o vecinătate a punctului x în A, propoziția este dovedită (deoarece A este separabil într-un mod evident) Teorema și Corolarul al Teoremei nu se extind la spații local compacte, dar necompacte De exemplu, într-un spațiu discret infinit, filtrul tuturor mulțimilor care conțin punctul x și care au un complement finit are un singur punct de contact x și, totuși, nu converge către x Mai mult, orice mapare a unui spațiu discret X infinit într-un spațiu separabil X' este continuă, dar sub o astfel de mapare imaginea unui set arbitrar (și, prin urmare, închis) din X, nu va fi, în general, închisă în X' Teorema corespunde următoarei propoziții: Propunerea a) Fie este o familie de local spații compacte care sunt compacte pentru toți, cu excepția unui număr finit de indici Atunci X= JJ X, compact local eu e? b) În schimb, dacă produsul unei familii (X, ei) de spații topologice nevide este compact local, atunci toți Xn, cu excepția unui număr finit dintre ei, sunt compacti, în timp ce factorii necompacți sunt compacti local a) Fie x=(x ) un punct din X; pentru fiecare i astfel încât X este compact local dar nu compact, fie V o vecinătate compactă a punctului x; atunci Ц V, va fi o vecinătate compactă a punctului x din X i STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § (Teorema ) Deoarece, în plus, X este separabil (§ , Propunerea ), concluzionăm că X este compact local b) Fie X = JȚXv compact local și toate X nu sunt goale Fiecare eu la X care este homeomorf unui subspațiu închis al lui X (§ , Propunerea și corolarul Propoziției ) Pe de altă parte, fie a=(a,) un punct în X și V vecinătatea sa compactă; întrucât priv = Xi pentru toți, cu excepția unui număr finit de indici i (§ , n° ), din Corolarul al teoremei rezultă că X este compact pentru toți indicii i, cu excepția unui număr finit Încorporarea unui spațiu compact local într-un spațiu compact Teorema (Aleksandrov) Pentru fiecare spațiu local compact X există un spațiu compact X' și un homeomorfism / al spațiului X la complementul unui punct din X' Mai mult, dacă X't este al doilea spațiu compact pentru care există un homeomorfism D al spațiului X la complementul unui punct din X', atunci există și, în plus, un homeomorfism unic g al spațiului X' pe X' astfel încât fi'- g°f- Să demonstrăm mai întâi a doua afirmație Fie /(X) = X' - {ce} și Δ(X) - X, - { r}; dacă un homeomorfism g există, atunci unicitatea lui este evidentă, deoarece conform definiției, egalitatea g(x') - G(/ (x')) trebuie să fie valabilă pentru toate și, în consecință, g(co)=w Rămâne de arătat că bijecția g: X' -> X[, definită prin aceste formule, este reciproc continuă; și întrucât X' și X( joacă același rol, este suficient să arătăm că imaginea pentru g a oricărei vecinătăți a punctului x' e X' este o vecinătate a punctului g(x') în X' Dar dacă x '# = ω, acest lucru este evident din definiție; dacă V este o vecinătate deschisă a punctului u în X', atunci X' - V' = K este închis în X', și astfel compact (Propoziția ) și conținut în /(X) și, prin urmare, g(X)=/ (/ (X)) este compact (Corolarul al teoremei ) Aceasta implică faptul că g(V') = ^; -g(X) este un deschis vecinătatea punctului cox (Propoziţia ), care completează demonstraţia că g este un homeomorfism Să demonstrăm acum prima afirmație a teoremei Fie X' suma mulțimii X și a mulțimii formată dintr-un element", fi SPAȚII COMPACTE ȘI LOCAL COMPACTE unde X este identificat cu complementul lui {co} în X' Să definim o topologie în X' luând ca mulțime(r) £) de submulțimi deschise în X' mulțimea formată din toate mulțimile deschise din X și toate mulțimile posibile de forma (X - K)U {co}, unde K sunt mulţimi compacte din X Deoarece fiecare intersecţie a mulţimilor compacte din X este compactă (Propoziţiile şi ) şi fiecare submulţime închisă a unei mulţimi compacte este compactă (Propoziţia ), atunci £ satisface Axioma ( ,) Deoarece uniunea fiecărei familii finite de mulțimi compacte din X este compactă (Propoziția ), atunci satisface și axioma (On) Deoarece fiecare multime compacta din X este inchisa in X (Propozitia ), topologia indusa in X din X' coincide cu topologia originala din X Pentru a demonstra prima afirmatie a teoremei, ramane de arata ca X' este compact În primul rând, X este separabil' de fapt, oricare două puncte distincte x și y ale spațiului X au vecinătăți deschise care nu se intersectează V și TM în X și sunt de asemenea deschise în X'; pe de altă parte, orice punct χ e X are o vecinătate compactă A' în X care este, de asemenea, o vecinătate a lui x în X', iar atunci U = (X - K) U {co} va fi o vecinătate a lui ω în X ' astfel încât U P X= În cele din urmă, X' este cvasi-compact: într-adevăr, fie (t/^gz, fie o acoperire deschisă a spațiului X'; pentru cel puțin un indice pe care îl avem în X; în consecință, există o mulțime finită Hc L astfel încât mulțimile cu X e H formează o acoperire a mulțimii atunci (t x)x ej, unde J=H[J {p }, este o acoperire a spațiului X', care demonstrează compactitatea acestuia Rețineți că dacă X este el însuși compact, atunci ω este un punct izolat al unui spațiu compact X' și, în consecință, X' este suma (§ , § , Exemplul III) a spațiilor X și {ω} Considerând un spațiu compact X' obținut în modul descris dintr-un spațiu local compact X prin adăugarea unui element ω, acesta este adesea numit cu "punctul la infinit" al spațiului X' și se spune că X' se obține din X prin adăugarea unui punct la infinit; X' se mai numește și compactarea Alexandrov a unui spațiu local compact X °II exemplu Aplicând teorema lui Aleksandrov la planul numeric IV, obținem un spațiu compact care poate fi STRUCTURI TOPOLOGICE Cap , § • mapează homeomorf pe sfera S dată în spațiul R prin ecuația z ++x" = în felul următor: asociem punctul ω atașat la R (un punct la infinit) cu punctul ( , , ) al sferei S , iar fiecărui punct ( xlt x ) din R atribuim punctul în care linia care leagă punctele ( , , ) și (xlt x , ) intersectează S Acest homeomorfism este cunoscut sub numele de proiecție stereografică (vezi Algebra, Cap IX, § , Exercițiul și Topologie generală, Cap VI, § , § ) Spații compacte local numărabile la infinit Definiția Un spațiu X local compact se spune că este numărabil la infinit dacă este o uniune numărabilă de mulțimi compacte Exemple ) Pentru ca un spațiu discret să fie numărabil la infinit, este necesar și suficient ca acesta să fie numărabil ° ) Linia numerică R este un spațiu compact local, numărabil la infinit, deoarece este uniunea intervalelor compacte [-n, +n], unde n trece prin No Cometariu Un spațiu topologic separabil poate fi unirea unei familii numărabile de subspații compacte fără a fi compact local "Așa cum se va arăta mai târziu, un exemplu de astfel de spațiu poate fi un spațiu Hilbert dotat cu o topologie slabă (Top spațiu vectorial, Ch V, § , Teorema ) o ■ Propoziţia Într-un spaţiu X local compact, numărabil la infinit, există o secvenţă (Un) de mulţimi deschise relativ compacte care formează o acoperire a lui X şi astfel încât U"cUn+ pentru fiecare n Într-adevăr, X este uniunea unei șiruri (Kn) de mulțimi compacte Fie o vecinătate deschisă relativ compactă a mulţimii Kv (Propoziţia ); definim Un pentru u > prin inductie ca o vecinatate deschisa relativ compacta a multimii Un [)Kn (Propozitiile si ); este clar că Un formează succesiunea cerută SPAȚII COMPACTE ȘI LOCAL Corolarul În notația Propoziției , pentru fiecare mulțime compactă K din X, există un număr întreg n astfel încât Kc Un Într-adevăr, există un număr finit de mulțimi Uk care acoperă K (axioma Borel-Lebesgue) Corolarul Fie X un spațiu local compact și X' spațiul compact obținut prin adăugarea la X a unui punct infinit depărtat ω (n° ) Pentru ca X să fie numărabil la infinit, este necesar și suficient ca punctul co să aibă un sistem fundamental numărabil de vecinătăți în X' Condiția este suficientă, deoarece complementele de vecinătăți deschise ale punctului * ω sunt compacte în X Este necesar, deoarece dacă Una X sunt mulțimi cu proprietățile indicate în Propoziția , atunci vecinătățile X'-Un ale punctului ω în X', după Corolarul , formează un sistem fundamental de vecinătăți ale acestui punct Evident, orice subspațiu închis al unui spațiu local compact numărabil la infinit este un spațiu local compact numărabil la infinit În mod similar, produsul oricărei familii finite de spații compacte local care sunt numărabile la infinit este, de asemenea, numărabil la infinit Rețineți că, dimpotrivă, un subspațiu deschis al unui spațiu compact nu este neapărat numărabil la infinit, așa cum arată teorema lui Aleksandrov (Teorema ) Spații paracompacte Definiția Un spațiu topologic X se spune a fi paracompact dacă este separabil și satisface următoarea axiomă: (PC) Pentru orice acoperire deschisă a EI a spațiului X, există o acoperire deschisă local finită a EG a spațiului X majorând I (Teor , Cap II, § , definiția ) Evident, fiecare spațiu compact este paracompact Orice spațiu discret X este paracompact, deoarece acoperirea deschisă formată din toate mulțimile de un punct este local finită și majorează orice acoperire deschisă a lui X STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I §> Propoziţia Fiecare subspaţiu închis F al unui spaţiu paracompact X este paracompact Într-adevăr, F este separabil Pe de altă parte, fie (V) un capac deschis într-un subspațiu F Fiecare Y are forma Vt - - U^qF, unde L i este o mulțime deschisă în X Să considerăm un capac deschis fR al spațiului X, constând de CF și toate I/, ; există o acoperire deschisă local finită ' a spaţiului X care majorează i, iar urmele de pe F ale mulţimilor din EG formează o acoperire deschisă local finită a spaţiului F care majorează acoperirea dată (Yi) În schimb, un subspațiu deschis al unui spațiu compact nu este neapărat paracompact (Exercițiul ) Propoziţia Produsul unui spaţiu paracompact şi al unui spaţiu compact este paracompact Fie X un spațiu paracompact, Y un spațiu compact și o acoperire deschisă a spațiului XxY Pentru fiecare punct (x, y) țXxY există o vecinătate deschisă V(z, y) a lui x în X și o vecinătate deschisă W (x, y) a lui y în Y astfel încât V (x, y)xW (rr, y) este cuprinsă într-un set de t Pentru fiecare x e X, mulțimea tuturor W(x, y), unde y trece prin Y, formează o acoperire deschisă a spațiului Y și, prin urmare, în Y există un număr finit de puncte y, - (I^i^ n(x)) astfel încât deja mulțimile W(x, y:) formează o acoperire deschisă a spațiului n(x) U Punem U(x)= f") V(a;, yz); fiecare dintre multimile deschise i = U(x)xW (x, Yi) este conținut într-un set de i Fie atunci (A)i o acoperire deschisă local finită a spațiului X, care domină învelișul format de toate Ux) (x g X) Fie, mai departe, x pentru fiecare i G I este un punct din X pentru care T'C(x), iar S^k sunt mulţimile W(xl( yfc) corespunzătoare acestui punct (I^&^n^)) Evident, seturile Dx pentru fiecare i£ ) formează o acoperire deschisă a spațiului XxY majoring i; să arătăm că această acoperire este local finită Într-adevăr, pentru fiecare pereche (x, y) e XxY există o vecinătate Q a punctului x care intersectează doar un număr finit de mulțimi Δ; atunci vecinătatea QxY a punctului (x, y) Cu atât mai mult, se intersectează doar cu un număr finit de mulțimi de formă \ Dimpotrivă, produsul a două spații paracompacte nu trebuie să fie paracompact (vezi capitolul IX, ed a -a, § , exercițiul ) Anexa Suma X a unei familii de spații paracompacte (XJtgj (§ , Sec , Exemplul III) este paracompacte De fapt, fie (V\X l o acoperire deschisă a spațiului X; capacul format din mulțimile deschise X, A majorează (Vx) Fie e pentru fiecare tan o acoperire deschisă local finită de spatiul X, xgl, apoi capacul deschis al spatiului X format din multimile V ii|x(ig , p, g Mk este local finit pentru fiecare si majoreaza (P\) Teorema Pentru ca un spațiu local compact X să fie paracompact, este necesar și suficient ca acesta să fie suma unei familii de spații local compacte numărabile la infinit Să demonstrăm mai întâi necesitatea condiției Fie X paracompact și Vx, pentru fiecare x £ X, o vecinătate deschisă relativ compactă a unui punct x din X Prin presupunere, există o acoperire deschisă local finită (C(a))aeA a spațiului X care domină acoperirea format din mulţimile Vx (x £ X); deci toate U(a) sunt relativ compacte Orice mulțime compactă K în X intersectează doar un număr finit de mulțimi U(a): într-adevăr, mulțimile nevide C (a)A^ formează o acoperire deschisă local finită a spațiului compact K și, prin urmare, această acoperire trebuie să fie finită (nr ) Considerăm acum următoarea relație R între două puncte x și y din X: "există o succesiune finită de indici (a,), {n din A astfel încât x £ U(a ), y £ U(an) și [/(a,) A U(ai+ )^= dacă ) Mulțimea deschisă Un+ - Un este, prin construcție, o vecinătate a mulțimii Kn-; astfel, fiecare punct x g Kn are o vecinătate Wf conținută într-o mulțime G\, precum și în n+ - Un Deoarece Kn este compact, există un număr finit de mulțimi de forma Wx care îi formează acoperirea; fie Hnі ( ^i^pn) aceste multimi Evident, familia de mulțimi Hn, (n^I, I^A^ pn pentru fiecare n) este un capac deschis al spațiului X majoring ; arătăm că i' este local finit Fie z un punct arbitrar în X și n este cel mai mic număr întreg pentru care z £ Un; deoarece zf £ Un lt există o vecinătate T a punctului z conţinut în Un şi care nu se intersectează cu Un ; în consecință, T se poate intersecta doar cu acele mulțimi Hn, pentru care n - ^ Astfel, teorema este complet demonstrată În cursul probei, am stabilit și următoarele EXERCIȚII Consecinţă Dacă X este un spațiu paracompact local compact, atunci pentru orice acoperire deschisă de О spații există o acoperire deschisă local finită JR' care îl domină și constă din seturi relativ compacte Dacă l este numărabil la infinit, atunci putem presupune și că fR' este numărabil \ Exerciții ) \Fie X un spațiu topologic și sistemul de topologii care îl generează (§ , § ) Arătați că dacă fiecare spațiu deschis X format din mulțimi din care nu aparțin lui U și folosiți corolarul § , Propoziția ] ) Să se arate că o mulţime X bine ordonată, dotată cu topologia (§ , Exerciţiul ) este compactă local; pentru ca acesta sa fie compact, este necesar si suficient ca acesta sa contina cel mai mare element Deduceți de aici că fiecare mulțime are o topologie de spațiu compact ) a) Fie X un spațiu separabil, A și B submulțimile sale compacte disjunse Arătați că există o vecinătate a mulțimii A și o vecinătate a mulțimii B care nu au puncte comune b) Fie X un spațiu regulat, A o mulțime compactă în X și B o mulțime închisă în X care nu se intersectează cu A Să se arate că există o vecinătate a lui A și o vecinătate a lui B care nu au puncte comune ) Să se arate că în spațiul X definit în Exercițiul § , care este regulat (§ , Exercițiul ), fiecare mulțime compactă este finită ) °a) În spațiul inseparabil accesibil Y=X/S definit în Exercițiul din § , fiecare punct are o vecinătate compactă; imaginile lui a și p în Y ale punctelor și - au vecinătăți compacte neînchise; Intersecția unei vecinătăți compacte a lui a cu o vecinătate compactă a lui p nu este cvasi-compactă, iar unirea lor nu este compactă ) Fie X suma unei multimi N si a unei multimi infinite A; definim pentru fiecare χ e X baza filtrului (x) este mulțimea tuturor SXn, unde n trece prin N Arătați că există o topologie în X pentru care XlRr Să presupunem că pentru r relația R$ implică A, iar φ desemnează maparea canonică (X/R^ φα^) este un sistem proiectiv de spații topologice; fie Y== іm(Х/Вя) " a) Fie g: X->Y o hartă continuă de /mf Spectacol, - că g(X) este dens peste tot în Y și că g(g(x)) pentru fiecare x e X este clasa de echivalență a punctului x al cărui grafic este intersecția tuturor Xa b) Să presupunem că toate relațiile de echivalență B sunt închise și că pentru orice punct xg X și orice vecinătate Y a acestuia există un indice a astfel încât clasa punctului x față de X este conținută în Y Arătați că în aceste condiții g este o mapare deschisă a spațiului X pe g(X) c) Dacă presupunem că clasele de relații R sunt mulțimi cvasicompacte închise, atunci g este surjectiv ) Fie X un spațiu accesibil și I? - o mulțime de submulțimile sale cvasi-compacte închise, care conține toate submulțimile finite și având proprietatea că unirea oricăror două mulțimi din A' aparține lui J ' Fie X' suma unei mulțimi X și a unei mulțimi de un punct {co} Arată ce este în X' ♦) Acest exemplu (nepublicat) ne-a fost dat de D Zelinsky EXERCIȚII există o topologie cvasi-compactă accesibilă care induce o topologie dată în X și astfel încât complementele din X' ale mulțimilor din ,)(' formează un sistem fundamental de vecinătăți deschise ale punctului ω S ale diferitelor topologii în X' corespunzătoare diferitelor X este un spațiu paracompact Arătați că dacă un subspațiu excavat este paracompact, atunci același lucru este valabil și pentru orice subspațiu Din aceasta deducem că fiecare ■ dintr-un spațiu local compact, topologia dă o bază numărabilă, este paracompact [Cm cap IX, nota a ] rxo este o mulțime nenumărabilă bine ordonată, un element mic, a este cel mai mic element al său și b - ;iz din acele elemente x e X pentru care intervalul [a, x[ este semnificativ prin X, intervalul [a, i> [, dotat cu topologia mulţimea X este compactă local, dar nu compactă [o secvenţă de exerciţii în X are un punct limită [Rețineți că fiecare mulțime numărabilă din X este mărginită ] b) Fie y o mapare a spațiului X în sine astfel încât j(x) z' ] c) Deduceți din b) că X nu este paracompact ) Fie X un spațiu topologic, $(X) mulțimea tuturor submulților sale închise nevide și θ(X) mulțimea tuturor mulțimilor cvasi-compacte nevide din X; înzestrează aceste mulţimi cu topologia indusă de topologia spaţiului $ (X) (§ , Exerciţiul ) a) Să se arate că dacă C (X) este cvasi-compact în topologia η X este regulată, atunci uniunea tuturor mulțimilor Μ £ este închisă în X b) Arătaţi că dacă cft(X) este cvasi-compact în topologia $~a, atunci uniunea tuturor mulţimilor M e este cvasi-compact în X * ) În notația exercițiului , fie (X) și ,ft (X) să fie înzestrați cu topologia indusă de topologia spațiului $oW (§ , Exercițiul ) a) Să se arate că dacă X este cvasi-compact, atunci (X) este și cvasi-compact [Pentru fiecare mulțime deschisă U în X, fie c(U) (respectiv m(U)) mulțimea tuturor mulțimilor închise M în X conținute în U (respectiv intersectarea lui U) Arătați că mulțimile c(( ) și m(U) constituie un sistem de generatori ai topologiei spațiului (X); apoi folosiți exercițiul ] b) Să presupunem că X este accesibil; fie X' imaginea sa sub maparea xn -> {x] a spațiului X în (X) Fie ^ un subspațiu STRUCTURI TOPOLOGICE Cap Eu, § U spațiul fi(X) care conține X'\ arată că dacă § este cvasi-k/m-compact, atunci X este cvasi-compact [Rețineți că dacă (І R) este o acoperire deschisă a spațiului X, atunci ( n), unde , este mulțimea tuturor Mg" (X) pentru care MP u, m > , va fi un capac deschis al spațiu fi (X) ] / c) Dacă X este compact local, atunci H(X) este deschis în fi/x) [Folosiți sugestia ] / d) Fie X accesibil Arătați că pentru ca /ft(X) să fie separabil (respectiv regulat, compact, local compact) este necesar și suficient ca X să aibă aceeași proprietate pentru celelalte două folosiți a), b) și exercițiul [ * ) Un spațiu topologic X se numește spațiu Lindelöf dacă fiecare capac deschis al lui X conține o acoperire numărabilă Fiecare spațiu cu o bază numărabilă este un spațiu Lindelöf; fiecare spațiu cvasi-compact este un spațiu Lindelöf / a) Fiecare subspațiu închis al unui spațiu Lindelöf este un spațiu Lindelöf Pentru ca un subspațiu deschis al unui spațiu Lindelöf să fie un spațiu Lindelöf, este suficient ca fiecare subspațiu deschis să fie un spațiu Lindelöf [cf exercițiul ] Pentru fiecare punct (x, y) £ £ QxQ+ și fiecare a > notăm cu Bn(x, y) mulțimea formată din (x, y)itex (z, ) g Q pentru care + Ѳy)|"hili |z-(х- Ѳу)|"x Fie V(x, y) mulțimea tuturor Bn(x, y), unde a trece prin toate numerele reale > Arătați că Q are o topologie separabilă în care V(x, y) pentru orice punct (x, y) e Q este sistemul fundamental de vecinătăți al acestui punct Arătați că, oricare ar fi punctele a și b din Q , orice vecinătate închisă a punctului a se intersectează în topologie cu orice vecinătate închisă a punctului d o * ) a) Fie X un spațiu separabil și &Γ topologia acestuia Arătați că pentru ca X să fie absolut închis (Exercițiul ), este necesar și suficient ca topologia semiregulată ^"* asociată cu ^ (§ , Exercițiul ) să fie topologia spațiului minim (Exercițiul ) b) Dacă este complet separabilă (Exercițiul ), atunci același lucru este valabil și pentru £/"* [Folosiți § Exercițiul ] Deduceți de aici că un spațiu regulat absolut închis este compact EXERCIȚII * ) a) Fie X un spațiu separabil și A o mulțime densă peste tot în X Să presupunem că fiecare filtru din A are cel puțin un punct de contact în X Arătați că atunci X este absolut închis [Verificați axioma (AF') a exercițiului ] b) Fie Xo un spatiu compact cu topologia c e F~ in care exista peste tot o multime densa nedeschisa A; - Acea- pologia în Xx generată de toate seturile deschise în si multimea A, astfel incat ($~* = e e Γ (§ , Exercitiul ); in sfarsit, X este un spatiu necompact absolut inchis obtinut prin dotarea lui Xo cu topologie (Exercitul ) Arata ca fiecare filtru din A are un punct atinge în X * ) a) Să se arate că într-un spațiu numărabil absolut închis X mulțimea punctelor izolate este peste tot densă [Argumentarea prin contradicție, aranjarea punctelor spațiului X într-o succesiune și formarea prin inducție a unui înveliș deschis numărabil (Un) al spațiului X în așa fel încât unirea oricărei familii finite de mulțimi Un să nu acopere X ] °b) Dați un exemplu de spațiu complet separabil absolut închis, care nu este un spațiu Lindelöf [Luați în considerare în produsul [ , ]X[ , | completează mulțimile A X {O}, unde A parcurge toate submulțimile segmentului [ , | și aplică metoda generală a exercițiului din § ] Acest spațiu are proprietatea (Оц) a exercițiului § , dar nu proprietatea (DH ) c) Fie X un spațiu compact fără puncte izolate și PL mulțimea de complemente la toate mulțimile posibile numărabile din X , astfel încât toate mulțimile din PL sunt dense peste tot (vezi a)) Lăsa este topologia generată de toate submulțimile deschise ale spațiului Xi și seturile din PL Să se arate că spațiul X obținut prin înzestrarea lui Ho cu topologia este absolut închis, complet separabil și este un spațiu Lipdelöf care nu satisface condiția (Pc) din Exercițiul § , nu are un singur punct care să aibă un sistem fundamental numărabil de vecinătăți și în care nicio succesiune infinită de puncte distincte în perechi nu are punct de contact Dacă fiecare subspațiu deschis al lui Xo este un spațiu Lindelöf (vezi Exercițiul c), atunci fiecare subspațiu deschis al lui X este un spațiu Lindelöf și, în special, X satisface condiția (Pn) (Exercițiul a) În special, acesta este cazul când Xo=[ , ]; pentru a arăta, totuși, că în acest caz există mulțimi numărabile închise în X care nu sunt intersecția unei familii numărabile de mulțimi deschise (vezi Cap IX, § , § ) o * ) a) Fie X un spațiu separabil și Γ mulțimea tuturor filtrelor din X având o bază de mulțimi deschise și care nu au un singur punct de contact în X Arătați că mulțimea Γ, dacă nu este goală (în cu alte cuvinte, dacă X nu este absolut închis), în mod inductiv STRUCTURI TOPOLOGICE CAPITOLUL I, § b) Fie X mulțimea tuturor filtrelor maxime din Γ și X' suma mulțimilor X și X Pentru fiecare χ e X notăm cu (r)(x) mulțimea tuturor vecinătăților punctului x din X; pentru fiecare ω £ R notăm cu R (ω) colecția tuturor mulțimilor de forma {co} jAf, unde M trece prin filtrul ω X' are o topologie 'În care SB(x') este sistemul fundamental de vecinătăţi ale punctului x' pentru fiecare x' > X' În această topologie, X' este un spațiu absolut închis cu următoarea proprietate universală: pentru fiecare mapare continuă deschisă /: X - + Y într-un spațiu absolut închis Y există și, în plus, o mapare continuă unică g: X' -> Y, extinzând / [Luați în considerare imaginile cu / filtre aparținând lui I; de observat că într-un spațiu absolut închis filtrul maxim din mulțimea tuturor filtrelor având o bază de mulțimi deschise converge în mod necesar ] În special, topologia spațiului X' este X-maximală (§ , exercițiul II) Deduceți de aici existența spațiilor absolut închise cu topologie cvasi-maximală (§ , Exercițiul ) * ) a) Fie X un spațiu accesibil și Φ mulțimea tuturor filtrelor din X care au o bază de mulțimi închise Arătați că mulțimea Φ este inductivă Fie X" mulțimea tuturor filtrelor maxime din F b) Pentru fiecare multime deschisa U din X notam cu U* multimea tuturor filtrelor £X" pentru care £ Pentru oricare doua multimi deschise U si V din X avem /uY)* = I *|JP *- [Luați în considerare că dacă Y astfel încât /=g° X este surjectivă și X este compactă Astfel, orice mapare continuă / a unui spațiu X într-un spațiu compact Y poate fi reprezentată în mod unic sub forma / = Lof o Y sunt mapări continue închise, produsul /x/': XxX'->YxY' nu trebuie să fie o mapare închisă, chiar dacă / are forma ix Exemplu Fiecare mapare constantă a unui spațiu separabil este închisă Totuși, dacă / este o mapare constantă Q -> { }, atunci produsul /X Iq este o mapare (x, y) -> ( , y) a planului Qa în sine, care coincide cu a doua proiecție și deci nu este închisă (§ , nr , observația ) Definiție Fie f o mapare dintr-un spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y / se numește mapare perfectă dacă este continuă și pentru orice spațiu topologic Z maparea fXiz: X XZ -+Y XZ este închisă În secțiunile și , vor fi date și alte caracterizări ale mapărilor perfecte Luând un spațiu de un punct ca Z în Definiția , obținem: Propunerea Fiecare mapare perfectă este închisă Propunerea Fie f: X-CY o mapare continuă injectivă Atunci următoarele trei condiții sunt echivalente! a) / absolut b) / este închis afișaj PERFECT c) / este un homeomorfism al spațiului X pe o mulțime închisă în Y Am văzut deja că a) implică b) Deoarece relația de echivalență f(x)=f(x') este aici o relație de egalitate, spațiul coeficient al spațiului X este identic cu X prin această relație și, prin urmare, b) implică c) prin Propunerea din § În sfârșit , dacă în ) este valabil, atunci / X tz este un homeomorfism al spațiului XxZ pe un subspațiu închis al spațiului YxZ și, prin urmare, o mapare închisă, astfel încât c) implică a) Propoziţia Fie f: X->Y o hartă continuă; pentru fiecare TcY notăm cu fT maparea mulțimii - - / ( ) în T, care coincide cu / pe f(T) a) Dacă / este perfect, atunci fT este perfect b) i/ust ( (i)) / este o familie de mulțimi în Y ale căror interioare formează o Acoperire a spațiului Y sau care formează o acoperire închisă local finită a acestui spațiu; dacă toate /Пі) sunt perfecte, atunci f este perfectă Fie Z un spațiu topologic Pentru fiecare TcY avem fTXiz = (fXiz)r>(z; dacă / este perfect, atunci fxtz este închis și, prin urmare, (/Xtz)rxz este și el închis (§ , Propoziția a), care demonstrează a) Dacă acum ( (i)) I are una dintre proprietățile menționate în b), atunci acoperirea ( (t)xZ)l j a spațiului YxZ are aceeași proprietate; dacă toate /Γ( ) sunt perfecte, atunci toate (/Xiz)r( )xz sunt închise și, prin urmare, / X iz este închis (§ , Propunerea ), care completează demonstrația Propozitia Fie I o multime finita si ft: Xt -* Yt o mapare continua pentru fiecare i £ I Punem X Y; și gol /: X-+Y este produsul (i,)!-"(/Da:,)) eu eu mapări f( Apoi- a) Dacă fiecare dintre mapări este perfectă, atunci și f b) Dacă / este perfect și toate X nu sunt goale, atunci fiecare perfect (Vom vedea în partea , corolarul al teoremei , că această propoziție se extinde și la produse infinite ) STRUCTURI TOPOLOGICE CAPITOLUL I § Aplicarea inducției arată că este suficient să luăm în considerare cazul când Z={ , } a) Să presupunem că A și / sunt hărți perfecte și să fie Z un spațiu topologic; maparea D X /, x iz este o compoziție a mapărilor iy, x/ Xiz și D XixtXiz, care sunt închise prin presupunere; în consecință, D x D x iz este închis (§ , propoziția la) și / = DxD este perfect b) Să presupunem acum că / este perfect; fie F o multime inchisa in Xz x Z si G imaginea sa in Y XZ sub maparea /, X iz; imaginea mulțimii X,xF în Y,xY xX sub maparea Dx/ xi coincide cu f e XJxG Prin presupunere, / (X )x este închis în YiXY xZ; dacă X =/= , atunci D(X,) nu este gol, iar acest lucru implică faptul că G este închis în y xZ (§ , corolarul Propoziției ); prin urmare maparea / este perfectă De asemenea, se dovedește că D este perfect dacă Xr = £ Propoziţia Fie f: X -* X' şi g: X' -* X" hărţi continue Atunci - a) Dacă fug sunt perfecte, atunci gof este perfect b) Dacă gof este perfect și f este surjectiv, atunci g este perfect c) Dacă gof este perfect și g este injectiv, atunci f este perfect d) Dacă gof este perfect și X' este separabil, atunci f este perfect Fie Z un spațiu topologic Avem (g°/)Xiz= ~(?Xlz) (/Xlz)î dacă / și g sunt perfecte, atunci / Xiz și g Xiz sunt închise și, prin urmare (§ , Propoziția la), (g°/ )Xiz este închis decât a) și dovedit Demonstrăm și b) (resp c)), aplicând punctul b) (resp c)) din Propunerea din § și observând că dacă / este surjectiv (resp g este injectiv), atunci /xtz este surjectiv (resp gxtz este injectiv) Să presupunem acum că ipotezele articolului d) sunt îndeplinite Luați în considerare diagrama comutativă X^XxX' X' I - + X "xX" h> (g°/)XiX' ( ) unde q(x) - (x, f(x)) și ip(a:')=(g(a:'), x') Maparea Y la orice mulțime închisă F în X este o mapare perfectă a spațiului F în Y Într-adevăr, această restricție este compoziția /o/, unde j: F-+X este injecția canonică, care este perfectă (Propunerea ) Corolarul Fie f: X-+Y o mapare perfectă Dacă X este separabil, atunci subspațiul f(X) al lui Y este separabil În virtutea Propoziției c, ne putem limita la cazul în care /(X)=Y Atunci diagonala vYxY este imaginea de sub maparea /x/ a diagonalei din XxX, care este închisă (§ , propoziţia ); întrucât / x/ este perfect (Propoziția ), diagonala din Y xY este închisă (Propoziția!), și deci Y este separabilă (§ , Propoziția ) Corolarul Fie I o mulțime finită și f{: X -> Yi pentru fiecare i£I o hartă perfectă Dacă X este separabil, atunci maparea da->(/,•(;£)) a spațiului X este "TsU, perfect i Într-adevăr, această hartă este compoziția hărții (x,)i-"(/,(^|)) a spațiului Xz în IJy și a hărții diagonale i spațiile X în X ; întrucât aceasta din urmă este perfectă (Propoziţia din § şi Propunerea ), afirmaţia decurge din Propoziţiile şi a Corolarul Fie X și Y spații topologice, /: X -> Y o mapare continuă, R o relație echivalentă STRUCTURI TOPOLOGICE Cap d § io f(x)=f(dacă) în X și este descompunerea canonică cartografiere / Pentru ca f să fie perfect, este necesar și suficient ca p să fie perfect, h să fie un homeomorfism și f(X) să fie închis în Y Condițiile sunt suficiente prin Propozițiile a și În schimb, dacă / este perfect, atunci este închis, ceea ce s-a stabilit deja că /(X) este închis în Y și h este un homeomorfism (§ , Propunerea ); pe lângă - , hop este perfect prin Propunerea c și, prin urmare, p - h° (ho p) este perfect prin Propunerea a Caracterizarea mapărilor perfecte prin proprietăți de compactitate În această secțiune vom desemna cu P spațiul format dintr-un punct și dotat cu topologia sa unică Lema Un spațiu topologic X pentru care maparea λ -* P este perfectă este cvasi-compact (Ceva mai târziu vom vedea (corolarul al teoremei ) că această proprietate caracterizează spațiile cvasi-compacte ) Ne putem limita la cazul în care X nu este gol Fie un filtru în X, X'=X{]{x} să fie spațiul topologic asociat cu ^ (§ , n° , exemplu) Fie, în continuare, A o mulțime în XxX' formată din perechi (x, x), unde x trece prin X și F = A închiderea sa în XxX' Ca o consecinţă a ipotezei făcute despre X, imaginea mulţimii F sub proiecţia Xx X' -> X' este închisă în X'; deoarece această imagine conține X, conține în mod necesar q>, care este punctul de contact pentru X: cu alte cuvinte, există x e X astfel încât (x, Y o mapare continuă Următoarele patru proprietăți sunt echivalente a) / absolut - b) / este închis și /(y) este cvasi-compact pentru fiecare y > Y HARTĂRI PERFECTE c) Dacă Șy este un filtru în X și y £ Y este un punct de contact al bazei filtrului /($), atunci există un punct de contact x fil&H'ra în X astfel încât f(x)=y d) Dacă \X este un ultrafiltru X și uy > Y este limita bazei ultrafiltrului /(U), atunci există o limită x a ultrafiltrului astfel încât f(x)=y a) implică b): într-adevăr, dacă / este perfect, atunci f este închis - (Propoziția ) și maparea f(y) -> {y} este perfectă pentru fiecare y £ Y (Propoziția a) Prin lema , aceasta implică un cvasicom compactitate /(y) b) implică c): să presupunem că y satisface și ipotezele articolului c), și fie S? este o bază de filtrare în X formată din închiderile tuturor mulțimilor din Deoarece / este închis, f(M) = f(M) pentru toate M C $ (§ , Propunerea ) Asta arată că - mulţimile M P /(y) pentru toate M g $ nu sunt goale şi deci formează - - baza de filtrare în /(y) constând din seturi închise în /(y) -unsprezece Deoarece /(y) este cvasi-compact, există ^g/(y) aparținând tuturor M (M atunci f(x) - y și x este punctul de contact pentru c) implică d) într-un mod banal d) implică / este închis Într-adevăr, fie A o mulțime închisă nevidă în X și fie y filtrul tuturor submulților de X care conțin A; atunci A va fi setul tuturor punctelor de atingere ale filtrului fy Fie B mulțimea tuturor punctelor de contact ale filtrului cu baza /(^) în Y; B este închis și conține evident /(I); vom arăta că B=i(A), ceea ce va dovedi afirmaţia noastră Fie y e Β și un filtru de vecinătăți ale lui y în y; De - presupunere că fiecare mulţime din EV=/( ) se intersectează cu fiecare mulţime din ?y; prin urmare, SP este o bază de filtru în X și există un ultrafiltru U în X care majorează atât filtrul cu bază EV, cât și filtrul $ (§ , Corolarul al Propoziției și Teorema ) Un ultrafiltru cu baza /(U) majorează și, prin urmare, converge către y În virtutea lui d) există x e X astfel încât f(x) = y și U converge către x, deoarece U majorează x este un punct STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I § atingerea filtrului și, prin urmare, x e A, ceea ce demonstrează că B = /(A) d) implică a): într-adevăr, se cere să se demonstreze că dacă / satisface condiția d), atunci harta fxiz este închisă pentru fiecare spațiu topologic Z Conform celui precedent, este suficient să se demonstreze că fx\ z satisface și condiția d) Și aceasta rezultă din următoarea lemă generală: Lema Dacă este o familie de mapări continue ft: X > Y, fiecare dintre ele satisface condiția d), atunci produsul lor /: (x,)• ->(/,(x,)) satisface condiția d) Într-adevăr, fie U un ultrafiltru în și y=(y,) eu punctul vU=TTU, spre care converge /(U) Asta înseamnă că fiecare I din bazele ultrafiltre prl(/(ll))=/,(pr,(U)) converge spre yt (§ , Corolarul al Propoziţiei ) În virtutea condiției d) pentru fiecare i ∈ I există x^X^ astfel încât fl{x^=yln pr,(U) converge către x,; dar apoi U converge către x-(xt) (§ , Corolarul al Propoziției ) și f(x)=y, care demonstrează lema și completează demonstrația teoremei COROLAR Pentru ca un spațiu topologic X să fie cvasi-compact, este necesar și suficient ca maparea X -" P să fie perfectă Rezultă din echivalența lui a) și b) așa cum este aplicată mapării X -" P Corolarul Fiecare mapare continuă / a unui spațiu cvasi-compact X într-un spațiu separabil Y este perfectă Compoziția X-D-U->P este perfectă (corolarul ) și, prin urmare, / este perfectă prin Propoziția d Se poate aplica și criteriul b) al teoremei folosind corolarul al teoremei din § Corolarul Produsul (x,) -> (A(a:,)) al unei familii de mapări perfecte (/,) este o mapare perfectă În virtutea teoremei , aceasta nu este altceva decât Lema demonstrată mai sus Dacă aplicăm acest corolar familiei de mapări apoi, ținând cont de Corolarul , obținem din nou teorema lui Tihonov (§ , Teorema ) HARTĂRI PERFECTE Corolarul Fie X un spațiu separabil Pentru fiecare familie de mapări perfecte X-+Y, maparea x>~^(fl(x)) a spațiului X la ȚȚ Y este perfectă eu Demonstrarea este aceeași ca și în cazul unei familii finite (Corolarul al Propoziției ), folosind Corolarul anterior și închiderea diagonalei produsului X (§ , Propunerea ) Corolarul Pentru fiecare spațiu cvasi-compact X și fiecare spațiu topologic Y, proiecția pr : X XY -* Y este perfectă Într-adevăr, Y poate fi identificat cu PxY identificând pr cu produsul hărților perfecte X -> P (Corolarul ) și iy, din care rezultă necesarul (Corolarul ) Exemplu Fie X o mulțime și /: X-*X' maparea sa surjectivă într-un spațiu topologic X'; înzestrează X cu imaginea inversă a topologiei spațiului X' față de / Atunci / este perfect, deoarece este închis (§ , n° , exemplu ), iar imaginea inversă a oricărui punct din X' este un subspațiu din X, care are cea mai slabă topologie și, prin urmare, este cvasi-compact Cometariu Dacă Y este separabil, atunci condiția d) a teoremei este echivalentă cu următoarea: d') Dacă U este un ultrafiltru în X astfel încât f(U) este o bază a unui filtru convergent, atunci u converge Într-adevăr, dacă U converge către x și /(U) converge către y, atunci din unicitatea limitei la Y și continuitatea lui / este necesară atunci y = f(x) În mod similar, condiția c) a teoremei este atunci echivalentă cu următoarea: c') Dacă $ este un filtru în X astfel încât /(^) are un punct de contact, atunci $ are un punct de contact Într-adevăr, c) => c') => r') r > d) r > c) Dimpotrivă, dacă Y este inseparabil, atunci d') nu mai implică d), după cum arată exemplul în care X este redus la un singur punct și Y este format din două elemente și este dotat cu cea mai slabă topologie Propoziţia Dacă /: X -> Y este o mapare perfectă şi • - K este o mulțime cvasi-compactă în Y, atunci mulțimea /(K) este cvasi-compactă STRUCTURI TOPOLOGICE GL eu, § io Prin Propunerea , maparea fK: perfectă; întrucât K-+P este o hartă perfectă (Corolarul al lui Theo jțț al remei ), din Propoziția a rezultă că compoziția f(K)-*-fK - - K -* P este perfect și, prin urmare, f(K) este cvasi-compact (Corolarul al Teoremei ) Mapări perfecte în spații compacte local Propozitia Fie f o mapare continua a unui spatiu separabil X intr-un spatiu compact local Y Pentru ca f sa fie perfect, este necesar si suficient ca - astfel încât imaginea inversă f(K) a oricărei mulțimi compacte KcY este compactă Mai mult, dacă / este perfect, atunci X este compact local - Dacă / este perfect, atunci / (A-) este compact pentru orice KcY compact prin Propoziția În schimb, să presupunem că această condiție este îndeplinită și fie ( a) o acoperire a spațiului Y format din mulțimi deschise relativ compacte - Rezultă din ipoteza că toate /(Z a) sunt compacte și interioarele lor formează o acoperire a spațiului X; întrucât X este separabil, aceasta demonstrează, în primul rând, că este compact local - În plus, fiecare hartă /u: /(^a) -> / a este perfectă (Corolarul al teoremei ) și, în consecință, / este perfectă (Propoziția ) Consecinţă Fie X și X' spații compacte local, iar Y și Y' spațiile compacte obținute prin adăugarea punctelor w și w' la infinit la X și respectiv X' (§ , § ) Pentru ca o mapare continuă f: X -* X' să fie perfectă, este necesar și suficient ca extensia ei f: Y -* Y' astfel încât /(co) = w' să fie continuă Într-adevăr, prin Propoziția , a spune că / este perfect este același cu a spune că pentru orice mulțime compactă HARTĂRI PERFECTE -unsprezece K' din X' multimea /(X' - K') = X - f(K') este complementul unei multimi compacte din X; iar prin definirea vecinătăților punctelor ω și ω' în Y și Y' (§ , Teorema ), aceasta este echivalentă cu continuitatea lui / în punctul ω, ceea ce demonstrează afirmația corolarului Factorizarea spațiilor de spații compacte și local compacte Propoziția Fie X un spațiu compact, R o relație de echivalență în X, C graficul său în XxX și / harta canonică X-"X/R Următoarele condiții sunt echivalente: a) C este închis în XxX b) R este închis c) / absolut d) X/R este separabil Mai mult, dacă aceste condiții sunt îndeplinite, atunci X/R este compact A spune că R este închis este același lucru cu a spune că / este închis, astfel că b) implică c) prin Teorema Ceea ce c) implică d) este un caz special al Corolarul al Propoziției După cum știm deja, d ) implică a) fără presupuneri despre X (§ , propoziția ) Să demonstrăm acum că a) implică b) Dar dacă F este o mulțime închisă în X, atunci saturația sa este , propoziția ), atunci afirmația noastră decurge din continuitatea lui pr (§ , corolarul al Teoremei ) În sfârșit, este clar că dacă X/R este separabil, atunci după Teorema din § este compact Propoziția Fie X un spațiu local compact, R o relație de echivalență în X, C graficul său în XxX și f harta canonică X -"XjR\, în continuare, fie X' spațiul compact obținut prin adăugarea la X a puncte infinit îndepărtate co, iar R' este raportul N Bourbaki structuri topologice Cap i § YU echivalența în X cu graficul C'=*Cu {(co, co)} Următoarele condiții sunt echivalente: a) / absolut b) Saturația față de R a oricărei mulțimi compacte e X este o mulțime compactă c) R' este închis d) Contracția pe C a proiecției pra este perfectă e) R este închis și toate clasele din R sunt compacte Mai mult, dacă aceste condiții sunt îndeplinite, atunci X/R este compact local a) => b): într-adevăr, întrucât X/R=f(X), atunci X/R este separabil (Corolarul al Propoziției ); în consecință, imaginea pentru / a oricărei mulțimi compacte K din X este compactă (§ , corolarul al Teoremei ); - și deoarece saturația mulțimii K față de R este, atunci aceasta este compact prin Propunerea b) => c): dacă F' este o mulțime închisă în X' care nu conține ω, atunci F' este compactă în X, astfel încât saturația sa față de R', care coincide cu saturația față de R , este compactă și, cu atât mai mult, închisă în X' Dar dacă d)i într-adevăr, întrucât X' este regulat (§ , corolarul Propoziției ), C este închis în X'xX' (§ , Propunerea ) și deci compact De aici concluzionăm că C este o compactare a spațiului Alexander C (§ , Teorema ); întrucât contracția proiecției pra: X'xX'-*X' pe C este continuă în punctul ω, validitatea aserției rezultă din corolarul Propoziției d) => e): pentru fiecare mulțime închisă F din X, intersecția SP(FxX) este închisă în C și, prin urmare, saturația mulțimii F față de R, care coincide cu pr (C P(FxX)), este închisă în X (Propoziția ) În plus, clasa punctului xțX din R este homeomorfă la imaginea inversă a mulțimii HARTĂRI PERFECTE de {#} cu privire la restricția proiecției pr la C și, prin urmare, este compactă (Teorema ) e) => a): într-adevăr, dacă R este închis, atunci / este închis prin definiție , și /(z) pentru fiecare z £ X/R este o clasă în raport cu R și, prin urmare, este compact; afirmația noastră decurge apoi din teorema Să arătăm în sfârșit că X/R este compact local Într-adevăr, X'/R' este compact datorită c) și Propoziției ; relaţia R este indusă în X de relaţia R', iar X este deschis în X' şi saturat în raport cu R'; în consecință, X/R este homeomorf la imaginea /'(X) a spațiului X sub maparea canonică /': X' -> X R' (§ , Corolarul al Propoziției ) Dar /'(X) este deschis în X'/R' și, prin urmare, este subspațiul său compact local Astfel se dovedește propoziția Consecinţă Fie X un spațiu separabil, Y un spațiu topologic, f: X->Y o mapare perfectă Pentru ca X să fie compact (resp local compact) este necesar și suficient ca f(X) să fie compact (resp local compact) și este suficient ca Y să fie compact (resp local compact) Într-adevăr, dacă X este compact (resp compact local), atunci compactitatea (resp compactitate locală) /(X) rezultă din Corolarul al Propoziției și al Propozițiilor și (în cazul în care X este compact, rezultă: totusi, tot din Corolarul al Propozitiei si Teorema din § ) În schimb, dacă Z - f(X) este compact (resp local compact), atunci deoarece fz: X - * f(X) este perfect (Propoziția a), X este compact (resp local compact) prin Propozițiile și În sfârșit, dacă Y este compact (respectiv compact local), atunci același lucru este valabil și pentru /(X), care este închis în Y (Propoziția și § , Propunerea ) Cometariu Dacă X este compact local, dar nu compact, atunci o relație de echivalență închisă R în X poate fi inseparabilă (cap IX, ed a -a, § , exercițiul ); și chiar și atunci când este separabil, X/R nu este neapărat compact local (Exercițiul ) Cu toate acestea, următorul criteriu este valabil: Propozitia Fie X un spatiu compact local, R o echivalenta sfera q separabila si deschisa STRUCTURI TOPOLOGICE Cap T, § W X uf este maparea canonică X-+XIR Atunci X/R este compact local și pentru orice mulțime compactă K' din X/R există o mulțime compactă K în X astfel încât f{K} - K' Prima afirmație rezultă din faptul că fiecare punct χ £ X are o vecinătate compactă V și /(Γ) este o vecinătate compactă a punctului f(x) (§ , Propunerea și § , Corolarul al Teoremei ) Fie V(y) pentru fiecare y e K' o vecinătate compactă a unora sau un punct de la /(y) la X, astfel încât /(Γ(y)) este o vecinătate compactă a punctului y Există un număr finit de puncte y; £ K' astfel încât /(V(y,)) acoperă K' Se notează cu Kt mulţimea compactă Uf(J/) în X; apoi K f(Kj), prin urmare, K-Kx P / (K ) com-g compact (pentru că este închis în și f(K)=K' Exerciții ) a) Dați un exemplu de mapări continue /: X-"Y și g: Y-*Z astfel încât g°f este perfect dar / nu este surjectiv și g nu este perfect b) Dați un exemplu de două mapări perfecte /: X-"Y și g: X-+Z, unde X, Y, Z sunt spații cvasi-compacte, astfel încât x i -* (/(x), g(x) ) nu a fost o mapare perfectă a spațiului X în YXZ ) Fie /: X - + Y o mapare perfectă n A - spațiul spațiului X Să se arate că dacă A - f(f(A)) P A , atunci restricția f\A este o mapare perfectă a spațiului A în f(A) Este necesară această condiție? * ) Fie (X,, /a ) un sistem proiectiv de spații Kolmogorov cvasi-compacte astfel încât toți /a* sunt perfecti Arătați că dacă niciun Xn nu este gol, atunci lim X nu este gol [Afișați ce este în qua-■ Într-un spațiu compact Kolmogorov, fiecare mulțime închisă nevidă conține o mulțime închisă de un punct } ) Dați un exemplu de mapare continuă /: X->Y, unde X și Y sunt separabile, ceea ce nu ar fi perfect, dar pentru care imaginea inversă / (K) a oricărei mulțimi compacte K ar fi compactă [Cm § , exercițiul ] * d>) Fie /: X -* Y o mapare perfectă a) Să se arate că dacă X este regulat, atunci f(X) este un subspațiu regulat al lui Y b) Să se arate că dacă subspațiul /(X) al spațiului Y este un spațiu Lindelöf (§ , Exercițiul ), atunci X este și un spațiu Lindelöf [Folosiți propoziția § ] EXERCIȚII * ) Fie X suma subspațiilor sale X, (i £ ), fie o mapare continuă a spațiului X în spațiul topologic Y și /(: X, -" Y pentru fiecare este restricția lui / la Xe Arătați că pentru ca / să fie perfect, este necesar și suficient ca fiecare Δ să fie perfect și familia de mulțimi /(Xt) să fie local finită [Folosiți teorema d ] * ) Fie /: X-*X' o mapare perfectă, iar R și R' să fie relații de echivalență în X și X' cu care / este de acord Mai mult, fie /: X/R-bX'IR'- maparea obţinută din / prin factorizare Să presupunem că: ° imaginea pentru / a oricărei mulțimi saturate față de R este saturată față de R'; ° R' deschis Arata ca in aceste conditii / absolut [Folosiți teorema c ] ) Arătați că în condițiile Exemplului § § maparea canonică X-tX/R este perfectă * ) a) Fie X și Y spații topologice, iar /: X -> Y o mapare surjectivă închisă (nu neapărat continuă) - - Arătați că dacă j(y) este cvasi-compact pentru fiecare y £ Y, atunci /(X) este cvasi-compact pentru orice mulțime cvasi-compact K a lui Y [Raționați direct sau utilizați § exercițiul și § exercițiul ] b) Să presupunem, în plus, că X este regulat Arătați că -r - dacă /(y) este închis în X pentru orice y £ Y, atunci /(X) este închis în X pentru orice mulțime cvasi-compact X din Y [Aceleași metode ] Dacă, în plus, Y este compact local, atunci / este continuu ) Fie X și Y spații topologice O corespondență (G, X, Y) între X și Y (Theor Multiplier, Ch II, § , n° ) se spune că este perfectă dacă restricția proiecției pr pe graficul G este o mapare perfectă δ -> Y a) Fie / o mapare de la X la Y; arata ca pentru continuitate - / este necesar și suficient pentru ca corespondența / dintre Y și X să fie perfectă Pentru ca / sa fie perfect este necesar si " este suficient ca corespondențele / (între Y și X) și / (între X și Y) să fie perfecte Obțineți de aici un exemplu de mapare non-continuă / pentru care corespondența / este perfectă b) Arătați că dacă (G, X, Y) este o corespondență perfectă, atunci G( ) este o mulțime închisă în Y pentru orice mulțime închisă A a lui X * ) Fie (G, X, Y) o potrivire perfectă (Exercițiul ) a) Să se arate că dacă (r) este o bază de filtru în X formată din seturi împodobite, atunci П G(M)=G Pe mine " ,M£(r) / STRUCTURI TOPOLOGICE Cap Eu, b) Să se arate că pentru orice y e Y și orice vecinătate V a mulțimii - - G(y) în X, există o vecinătate W a lui y în Y astfel încât G(lV)cV ("dependența continuă a rădăcinilor de parametri") (Folosiți exercițiul § J * ) a) Pentru ca corespondența (G, X, Y) să fie perfectă, este necesar și suficient ca pentru orice spațiu topologic Z și orice corespondență (E, Z, X) cu un grafic E închis în ZXX, graficul Go E este închis în ZXY [Pentru a verifica necesitatea condiției, rețineți că G"£ este imaginea lui (EXY)f](ZXG) sub mapare Pentru a verifica suficiența, arătați că pentru orice Fc(ZXY)XX imaginea inversă a lui G°F față de maparea izX y" ZXY-tZXYXY, unde zhѳnіѳ Y-+YXY, este imaginea setului rm (FQ(GXZ)) când se afișează (y, z) n -> (z, y), unde F desemnează imaginea lui F sub maparea (z, y, x) la -> Y, *)•] b) Deduceți din a) că alcătuirea a două potriviri perfecte este o potrivire perfectă c) Fie (G, X, Y) o corespondență perfectă Arătați că dacă X este separabil, atunci G este închis în XX Y * ) Fie X un spațiu local compact și Y un spațiu topologic a) Demonstrați echivalența următoarelor condiții: a) (G, X, Y) este o potrivire perfectă între X și Y P) Pentru orice spațiu separabil X care conține X ca subspațiu, G este închis în X'XY y) G este închis în X XY și pentru orice y E Y există o vecinătate V a lui y în Y și o mulțime compactă K în X astfel încât (X - K)XV nu intersectează G b) Există un spațiu compact X' care conține X ca subspațiu astfel încât G este închis în X'XY [Pentru a demonstra că a) implică P), folosiți exercițiile a și c Pentru a demonstra că b) implică a), folosiți Propoziția și Corolarul al Teoremei ] b) Să se arate că dacă (G, X, Y) este perfectă, atunci este îndeplinită următoarea condiție: " C) G(L) este compact pentru orice mulțime compactă L din Y Demonstrați, în plus, că dacă Y este compact local și G este închis în XXY și satisface condiția t), atunci (G, X, Y) este perfect [Folosiți echivalența între a) și y) ] Această ultimă afirmație nu mai este valabilă dacă Y este separabil, dar nu se mai presupune a fi compact local [exercițiul ] ) Fie Y un spațiu local compact și X un spațiu topologic Pentru continuitatea cartografierii ț: EXERCIȚII este necesar și suficient ca pentru orice spațiu compact Y" care conține Y ca subspațiu, graficul / să fie închis în XXY' [Folosiți exercițiile și a ] ) Fie X un spațiu separabil, A o mulțime închisă în X, / o mapare perfectă a spațiului X - A într-un spațiu local compact Y, Y' compactarea spațiului Alexander Wys, punctul său la infinit Fie, mai departe, g o mapare de la X la Y', egală cu f pe X - A și egală cu co pe A Demonstrați că g este continuă ♦ ) Fie X un spațiu compact local, B o relație de echivalență în X și C graficul său în XXX Arătați că pentru ca C să fie închis în XXX este necesar și suficient ca saturația față de B a oricărei mulțimi compacte K din X să fie închisă în X [Pentru a demonstra necesitatea folosirii Corolarul al Teoremei ] ° ) Fie S o relație de echivalență într-un spațiu local compact R obținută prin identificarea tuturor punctelor din Z între ele Să se arate că S este închis și R/S este separabil dar nu compact local o ° ) Fie X un subspațiu compact local [ , +">[ al spațiului R și S o relație de echivalență în X având ( ) setează ( Xc este o bijecție a lui Xo pe un subspațiu X, a spațiului Xe, că maparea canonică /: Xe -* X este o bijecție continuă și că imaginea sub această mapare a oricărui set compact din Xe este set compact închis în [Pentru a verifica continuitatea lui /, utilizați b); rețineți, pe de altă parte, că imaginea inversă în X a unui punct în Xe constă din ultrafiltre în X fiecare având o limită unică și că dacă Z este un ultrafiltru în X, atunci limita lui Z considerată ca bază a ultrafiltrul în Xo este Z considerat ca punct în Ho | °d) Fie Z suma sumă a cel mult o familie numărabilă de spații Y, care coincide cu spațiul Y definit în Exercițiul din § , și o mulțime de un punct {o} Să definim o topologie în Z luând filtrul vecinătăților sale din spațiul Yn ca sistemul fundamental de vecinătăți ale punctului r e Vn și mulțimea tuturor Vn, unde Vn este uniunea *) Rezultatele (nepublicate) ale acestui exercițiu și exercițiului $ ne-au fost raportate de J Fell conexiunea neniѳ {co} și tot Yi cu m^n Spațiul Z astfel definit este accesibil, cvasi-compact și local cvasi-compact; dar subspațiul ZJ al spațiului Ie nu este compact local e) Fie Y un alt spațiu cvasi-compact accesibil local și u o hartă continuă a spațiului X în Y astfel încât imaginea inversă față de u a oricărei mulțimi cvasi-compacte din Y este cvasi-compact Arătați că u, considerat ca o mapare a spațiului X' în Y', este continuă și se extinde (unic) la o mapare continuă XC-*YC [Continuați de la început până la harta continuă a lui Xo la Y și arătați că este în concordanță cu relațiile de echivalență R(X) și A(Y) ] f) Fie X un spațiu cvasi-compact accesibil dar nu local cvasi-compact definit în exercițiul c § Să se arate că în spațiul corespondent X relația de echivalență H(X) este inseparabilă § Conexiune Spații și decoruri conectate Definiție Un spațiu topologic X se numește conex dacă nu este unirea a două mulțimi deschise nevide neintersectate Obținem o definiție echivalentă prin înlocuirea cuvântului "deschis" cu "închis"; același lucru poate fi exprimat spunând că în afară de întregul X și de mulțimea goală, nu există mulțimi clopeni în X Dacă X este conectat, A și B sunt seturi negoale deschise (sau închise) astfel încât (J# = X, apoi Af)B^= Exemple ° ) În cap IV, § , punctul , vom vedea că linia numerică este legată, dar linia rațională nu este conectată ) Un spațiu discret care conține mai mult de un punct nu este conectat Rețineți că dacă (£ t)lgZ este o partiție a unui spațiu topologic X format din mulțimi deschise (care sunt neapărat nevide în virtutea definiției unei partiții (Multiplicatorul teoretic, Rezumatul rezultatelor, § , itemul ) , atunci fiecare U, este deschis -închis, deoarece complementul său este deschis, fiind unirea tuturor [ X, pentru care STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § x=/h Mulțimi deschise în X vor fi atunci acele și numai acele mulțimi A pentru care A ⊂ U este deschis în Ut pentru tot i £ Γ; prin urmare, spațiul X este identificat cu suma spațiilor U, (§ , § , exemplul III) și, dacă I conține cel puțin două elemente, nu este legat Definiția O submulțime A a unui spațiu topologic X se numește conexă dacă este un subspațiu conex al spațiului X Pentru ca setul AaX să fie conectat, este necesar și suficient ca pentru oricare dintre acoperirile sale constând din două seturi deschise (sau două închise) B și C astfel încât LPvAnS să nu fie goale, setul A P B P C să nu fie gol Exemple În orice spațiu topologic, mulțimea goală și mulțimile de un punct sunt conectate; într-un spațiu separabil, fiecare mulțime finită care conține mai mult de un punct și, în general, fiecare mulțime non-un singur punct cu cel puțin un punct izolat, nu este conectată Dacă o mulțime densă de pretutindeni A este conectată, atunci întregul spațiu X este conexat: în caz contrar, ar exista mulțimi deschise neintersectante nevide M și N astfel încât X=M\jN; atunci M D) A și N P A ar fi mulțimi deschise nevide și neintersectante în A având ca uniune A, contrar presupunerii Deci avem: Propoziția Dacă A este o mulțime conexă, atunci orice mulțime B astfel încât A c: B c: A este de asemenea conexă Propozitia Unirea unei familii de multimi conexe cu intersectie nevide este o multime conexa Fie (A,) / o familie de multimi conexe in X avand un punct comun x; să arătăm că A = At este conectat Într-adevăr, eu ei în caz contrar, există seturi deschise B și C în X astfel încât BnUiCPIne sunt goale, AcViCiLpVn C=/= Punctul X aparține uneia dintre mulțimile B, C, fie, de exemplu, x e B; conexiunea \X pe de altă parte, există un indice x astfel încât C[)Ar=£ ', dar atunci AxcB(jC, Ax()BfiC= , în plus, YPA și SP- " nu sunt goale, în contradicție cu presupunerea că toate Ah, conectate Consecinţă Fie (An)n o succesiune infinită de mulțimi conexe astfel încât An+ η An ^= pentru orice u > ; atunci se leagă uniunea U An rі=o Într-adevăr, prin inducție pe n, verificăm imediat pe baza lui n Propozitia ca multimea Bn = U este conectata pentru orice n; -o întrucât mulțimile Вп au intersecție nevide, volumul lor- uniunea egală cu U An este legată prin Propoziția n=o Propoziția Fie A o mulțime arbitrară într-un spațiu topologic X Dacă B este o mulțime conexă în X care intersectează atât A cât și CA, atunci B intersectează și granița lui A Într-adevăr, altfel intersecțiile lui B cu interiorul și exteriorul lui A ar fi două mulțimi deschise în B care formează despărțirea acestuia, contrar presupunerii Consecinţă Într-un spațiu conex X, fiecare mulțime nevidă distinctă de X are cel puțin un punct limită Imaginea unui set conectat sub o mapare continuă Propoziţia Fie A o mulţime conexă într-un spaţiu topologic X şi fie f o mapare continuă a spaţiului X în spaţiul topologic X'; atunci f(A) este conectat Într-adevăr, dacă în f(A) au existat seturi deschise (în raport cu /(A)) M' și (V', formând partiția sa, atunci STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § - - I multimile A Qf(M') si A P /( V') ar fi deschise fata de A si ar forma o partitie a acestuia, contrar presupunerii Imaginea inversă a unei mulțimi conectate în raport cu o mapare continuă nu este neapărat conectată, așa cum arată exemplul de mapare a unui spațiu discret fără un punct într-un spațiu cu un singur punct Propunerea ne permite să caracterizăm spațiile deconectate într-un mod nou Propozitia Pentru ca un spatiu topologic X sa fie deconectat, este necesar si suficient ca acesta sa aiba o mapare surjectiva continua intr-un spatiu discret care contine mai mult de un punct Condiția este în mod evident suficientă (Propunerea ) Este necesar, deoarece dacă A vl B sunt mulțimi deschise care formează o partiție a spațiului X, atunci obținem o mapare continuă / a acestui spațiu pe un spațiu discret {a, b}, format din două elemente, stabilirea / (A ) = {a} și f (B)={b} Factorizați spațiile unui spațiu conectat Propoziția Fiecare spațiu coeficient al unui spațiu conex este conex Aceasta este o consecință imediată a Propoziției Propoziția Fie X un spațiu topologic și R o relație de echivalență în X Dacă spațiul coeficient X/R este conex și toate clasele de echivalență din R sunt conexe, atunci X este conex Argumentând prin contradicție, să presupunem că există o împărțire a spațiului X în două mulțimi deschise A și B Aceste mulțimi sunt saturate față de R, deoarece dacă x e A, atunci clasa M a punctului x din R nu se poate intersecta cu B , de atunci mulțimile A P M aB()M ar forma o partiție a lui M în două mulțimi deschise față de M, ceea ce contrazice presupunerea Imaginile canonice ale mulțimilor A și B vor fi apoi submulțimi deschise ale spațiului coeficient X/R, formând partiția acestuia, ceea ce este imposibil b conectivitate Produs al spațiilor conectate Propoziţia Fiecare produs al spaţiilor conexe este conex În schimb, dacă produsul spațiilor nevide este conexat, atunci fiecare dintre spațiile factorilor este conexat Fie X=A^, un produs al spațiilor topologice Dacă X, nu sunt goale, atunci X, = pr, X pentru fiecare i £ , astfel încât dacă X este conex, atunci fiecare X este de asemenea conex (Propoziția ) În schimb, să presupunem că toate Xt sunt conectate, dar X nu este conectat În virtutea propunerii , atunci există o mapare surjectivă continuă /: X -> X', unde X' este un spațiu discret care conține mai mult de un punct Fie a=(a,) un punct în X și x un indice arbitrar; maparea parțială /x: Xx->X', definită de egalitatea /, (x)=/((r/,)), unde yK=z și r/, = a, pentru i =/= x, este continuu pe Xn si din moment ce X este conectat, /x este constant pe Xx Din aceasta rezultă imediat prin inducție că f(x) - f(a) pentru orice punct x = (x) astfel încât x, = a, pentru tot i, cu excepția unui număr finit al acestora Dar astfel de puncte formează o mulțime densă peste tot în X (§ , Propunerea ); și întrucât / este continuă pe X și constantă pe o mulțime densă peste tot în X, atunci / va fi constantă pe întregul lui X (§ , Corolarul al Propoziției ), contrar presupunerii Componente conectate Fie x un punct al unui spațiu topologic X; unirea tuturor mulțimilor conexe din X care conține x este o mulțime conexă (Propoziția ); astfel este cea mai mare mulțime conexă din X care conține x Definiție O componentă conexă a unui punct din X este cea mai mare mulțime conexă din X care conține acest punct Componentele conexe ale unei mulțimi A cu X sunt componentele conexe ale punctelor sale în raport cu subspațiul A al spațiului X Dacă un spațiu este conectat, atunci acesta coincide cu componenta conexă a fiecăruia dintre punctele sale Dacă pentru orice pereche de puncte (x, y) ale unui spațiu topologic X există o mulțime conexă care conține x și y, atunci X este conex STRUCTURI TOPOLOGICE GL I, § Se spune că un spațiu X este complet deconectat dacă componenta conexă a fiecăruia dintre punctele sale constă din acest punct O mulțime AX se numește complet deconectată dacă un subspațiu A al lui X este complet deconectat Spațiul discret este complet deconectat, dar trebuie să aveți grijă să nu confundați aceste două concepte: de exemplu, vom vedea în Cap IV (§ , § ) că o linie rațională, care nu este un spațiu discret, este complet deconectată Rețineți, de asemenea, că o mulțime deschis-închis conține o componentă conexă a fiecăruia dintre punctele sale; cu alte cuvinte, componenta conexă a unui punct este conținută în intersecția mulțimilor deschise-închise care conțin acest punct Dar nu coincide, în general, cu această intersecție (vezi Exercițiul și Capitolul II, § , Propunerea ) Propoziția Într-un spațiu topologic X, componenta conexă a oricărui punct este o mulțime închisă Relația "y aparține unei componente conexe a punctului x" este o relație de echivalență B(x, y I în X, ale cărei clase de echivalență sunt toate componentele conexe posibile în X; spațiul coeficient X/R este complet deconectat Prima parte a propozitiei decurge direct din Definitia si din faptul ca inchiderea unei multimi conexe este conexa (Propozitia ) Întrucât uniunea mulțimilor conexe având un punct comun este conexă (Propoziția ), relația R este tranzitivă și deci o relație de echivalență (pentru că este evident reflexivă și simetrică); clasa de echivalență a unui punct x față de B va fi componenta conexă a acestui punct Rămâne de verificat dacă X/R este complet deconectat Fie / maparea canonică a lui X -* X/R și F o mulțime închisă în X/R care conține cel puțin două puncte distincte; - pre-imaginea sa f(F) este închisă în X, saturată în raport cu D și conține cel puțin două componente conectate distincte de X și, prin urmare, nu este conectată În consecință, în X există două '- închise negoale setează B și C astfel încât Bț\C= și B\jC=f (F) Deoarece conectat - componenta conexă în / (F) a unui punct din această mulțime coincide cu componenta conexă a acestui punct în X (după definiția lui H), " apoi B și C, care sunt clopeni în f(F), sunt saturate în raport cu B; astfel f(B) și f(C) sunt închise în X/R și f(B) U f(C)=F, f(B) Π /(Q= ; și acest lucru demonstrează că F este deconectat și, prin urmare X/R este complet deconectat Propunerea În produsul X=ȚX componenta conexă I punctul x=(x^} este produsul componentelor conexe ale punctelor xk din spațiile factorilor Xc Într-adevăr, produsul acestor mulțimi este conex (Propoziția ) Pe de altă parte, dacă o mulțime conexă A a lui X conține x, atunci pr(A) este o mulțime conexă (Propoziția ) care conține x; deci kai AcJJpr,(A), atunci A este conținut în produsul I conex componenta punctuala Spații conectate local Definiție Un spațiu topologic X se numește conex local dacă oricare dintre punctele sale are un sistem fundamental de vecinătăți conectate °În cap IV (§ , nQ ) vom vedea că linia reală este un spațiu conex local^ Existența a cel puțin o vecinătate conexă pentru fiecare punct χ e X nu implică în niciun fel că X este conectat local În special, X poate fi conexat, dar nu conectat local (Exercițiile și ) În schimb, un spațiu poate fi conectat local, dar nu este conectat: un exemplu este un spațiu discret având mai mult de un punct Propoziția Pentru ca un spațiu X să fie conectat local, este necesar și suficient ca fiecare componentă conexă a unei mulțimi deschise în X să fie o mulțime deschisă în X Condiția este în mod evident suficientă, deoarece componenta conexă a punctului x în raport cu vecinătatea sa deschisă în X va fi atunci o vecinătate a punctului x și X, STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § Condiția este necesară; într-adevăr, fie A o mulțime deschisă într-un spațiu conex local X, B o componentă conexă a lui A și x un punct în B Fie V o vecinătate conexă a lui x conținută în A; prin definiţia componentelor conexe (Definiţia ), V este cuprins în B, ceea ce demonstrează că B este deschis în X (§ , Propunerea ) Componentele conectate ale unui spațiu X conectat local formează astfel o partiție a lui X constând din mulțimi deschise; prin urmare, X este suma (§ , nr , exemplul III) a componentelor sale conexe (n ) Consecinţă Fie U o mulțime deschisă într-un spațiu X conectat local; limita (față de X) a oricărei componente conexe V a mulțimii U este conținută în limita mulțimii U Într-adevăr, în virtutea remarcii anterioare, mulțimea V este clopenă în U; prin urmare, punctul său de graniță (în raport cu X) nu poate aparține lui U Propoziţia Fiecare spaţiu coeficient al unui spaţiu conex local este conex local Fie X un spațiu conex local, R o relație de echivalență în X, cp maparea canonică a lui X-*X/R, A o mulțime deschisă în X/R și C o componentă conexă a mulțimii gesturile A; să arătăm că V notăm cu Cn unirea tuturor primelor elemente W ale acelor perechi distinse (VK, U) pentru care W intersectează Cn-i abur Să arătăm, în sfârşit, că fiecare punct x' e X aparţine unora din Cn; într-adevăr, există o secvență finită (Wj, perechi distinse) astfel încât x ⊂ W', x' ⊂ Wm și W't ⊂ W'i+i=£ , când și t - ; Prin inductie pe i, vedem ca W - cC + pentru fiecare i, si, in consecinta, x' £ Cm+ , ceea ce urma sa fie demonstrat Corolar Fie Y un spațiu regulat a cărui topologie are o bază numărabilă* Fie, în plus, X un spațiu conexat local și p: X -* Y o mapare continuă cu următoarea proprietate: pentru fiecare punct χ e X există o vecinătate închisă V în X astfel încât restricția lui p la V este a homeomorfismul lui V la subspațiul închis al lui Y Atunci X este un spațiu regulat a cărui topologie are o bază numărabilă În primul rând, rezultă din ipotezele că X este regulat (§ , Propunerea ) Să arătăm că ipotezele teoremei vor fi satisfăcute dacă luăm ca mulțimea celor închise *) "Se poate dovedi că aceste condiții presupun că topologia spațiului Y este metrizabilă (Cap IX, ed a -a, § , exercițiul ) c STRUCTURI TOPOLOGICE Cap Eu, § de mulțimi deschise, unde fiecare dintre subspații Tn are o bază numărabilă (U Dar apoi mulțimile Umn (m > O, n > Q) au forma o bază pentru topologia spațiului X ( § , nr , observație) Corolarul Fie X un spațiu local compact, conectat și conectat local, fiecare punct al căruia are o vecinătate cu o bază numărabilă Fie, în continuare, Y un spațiu separabil a cărui topologie are o bază numărabilă - și fie p: X -* Y o hartă continuă astfel încât p(y) este un subspațiu discret al lui X pentru orice y e Y Atunci topologia spațiului X are o bază numărabilă Fie Vx pentru fiecare x e X o vecinătate compactă a unui punct x în X cu o bază numărabilă; din corolarul al teoremei din § rezultă că mulțimea a tuturor Vx îndeplinește condițiile teoremei ; Mai mult, argumentăm ca în partea finală a dovezii Corolarul Rețineți că în acest al doilea corolar, restricția lui p la o vecinătate V arbitrar mică a unui punct din X poate să nu fie un homeomorfism al lui V pe p(V) Corolarul (teorema Poincaré-Volterra) Fie Y un spațiu local compact, conexat local, a cărui topologie are o bază numărabilă, X un spațiu separabil conexat și p: X -> Y o mapare continuă cu următoarea proprietate: fiecare punct χ e X are o astfel de deschidere EXERCIȚII o vecinătate a lui U astfel încât restricția lui p la V este un homeomorfism al lui U la un subspațiu deschis al lui Y Atunci X este compact local, conectat local, iar topologia sa are o bază numărabilă Evident, X este conectat local; pe de altă parte, fiecare punct χ e X are o vecinătate deschisă U în X astfel încât restricția lui p la U este un homeomorfism al lui U la subspațiul deschis p(U) al lui Y Deoarece p(U) este un compact local subspațiul lui Y (§ , Propoziția ), atunci există o vecinătate compactă W a punctului p(x) conținut în p(U), și deci - U P p(W) va fi o vecinătate compactă a punctului x conținut în U Prin urmare, X, fiind separabil, este compact local; cu excepția - Mai mult, U ∩ p(O), fiind compact, este închis în X (§ , Propunerea ), și astfel sunt îndeplinite toate ipotezele Corolarului ; în consecință, topologia spațiului X are o bază numărabilă Exerciții ) Arătați că spațiul separabil numărabil definit în Exercițiul c § este conex ) a) Fie X un spațiu topologic și topologia lui Să se arate că dacă X este dotat cu topologia semiregulată asociat cu (§ , Exercițiul ) este conexat, atunci X este conexat topologic Deduceți din aceasta existența spațiilor conexe submaximale (§ , Exercițiul ) b) Definiți, în special, în R o topologie care majorează topologia obișnuită și astfel încât H' să fie conectat în ea, dar niciunul dintre punctele sale nu are un sistem fundamental de vecinătăți conectate [vezi cap IV, ed a -a, § , exercițiul c] ) Fie A și B submulțimi ale unui spațiu topologic X a) Arătați că dacă A și B sunt închise în X, aL- ) R și LPW sunt conectate, atunci A și B sunt conectate Arătați prin exemplu că această afirmație poate fi deja falsă atunci când una dintre mulțimile A, B nu este închisă b) Fie A și B conex și A (~|B țt u; arătați că A (JB este conex * ) Fie X un spațiu conex având cel puțin două puncte a) Fie A o mulțime conexă în X și B o mulțime în SL care este deschisă față de SL; arătați că A[)B este conectat [Aplicați exercițiul § la Y=L (JS și =SL ] b) Fie A o mulțime conexă în X și B o componentă conexă a mulțimii SL; arată că SW este conectat [Folosește o) ] STRUCTURILE TOPOLOGICE ALE RL IJ c) Deduceţi din b) că în X există mulţimi conexe M, N, distincte de X, pentru care M\JN=X, M{\N ■= u ° ) a) Dați un exemplu de succesiune descrescătoare ( P) de mulțimi conexe în R a căror intersecție nu este conexă (vezi Cap II, § , Exercițiul ) b) Fie X mulţimea din R obţinută prin unirea semiplanurilor deschise y > , y cn pentru orice n Fie ( nm)m> pentru fiecare n o succesiune de vecinătăți deschise ale punctelor bn din Xl neconținând cn și astfel încât Vn astfel încât open-close- apoi în X ] ° ) Să se arate că în spațiul local compact X definit în Exercițiul § există puncte x a căror componentă conexă în X este diferită de intersecția tuturor mulțimilor care conțin x care sunt despărțite în X ) Să se arate că o mulțime X perfect ordonată, dotată cu topologia de mulțimi compacte, conexe și integrale a căror unire coincide cu X astfel încât XnX, + pentru fiecare n °d) Să se arate că afirmația lui b) își pierde validitatea dacă presupunem că X este doar conex și local compact sau numai separabil, conex și local [Considerați în R subspațiul format din cei (x, y) pentru care y = și ]o * ) Fie X un spațiu conectat local conectat a) Fie M și N mulțimi închise nevide în X fără puncte comune Arătați că există o componentă conexă a mulțimii c(milg) având puncte de contact în M și în N [Rețineți că componenta conectată C a mulțimii C(M(J V), care nu are puncte de contact în M, este deschis-închis față de C V J b) Deduceți din a) că dacă A este o mulțime închisă în X, altul decât X, atunci fiecare componentă conexă a acesteia intersectează închiderea mulțimii CA ° ) Fie X un subspațiu al spațiului Ra obținut prin unirea dreptei y = , segmente închise cu capete ( , ) și l-[- ( \ I L> "GT și semi-linii X și semi-liniile x = a, y -* {(r)i, mu}, folosind exercițiul din § și Propunerea ) * ) Fie X și Y spații topologice O mapare /: X-"Y se numește homeomorfism local dacă orice punct x e X are o vecinătate U astfel încât f(U) este o vecinătate a punctului /(n) din Y și harta CZ-"/(l ) care coincide cu / pe U, este un homomorfism Fiecare homeomorfism local este o mapare continuă deschisă a) Să presupunem că X este separabil, Y este conex local și /: X -> Y este un homeomorfism local " pentru care există un număr întreg n > astfel încât /(y) să fie format din exact n puncte pentru orice y ∈ Y Arătați că orice punct este - y £ Y are o vecinătate deschisă V astfel încât f(V) are n componente conexe Y, ( care coincid cu / n a V( sunt homeomorfisme; / este atunci o mapare perfectă } Exerciţiile a şi ' ne-au fost spuse de C Hisphaggdg STRUCTURI TOPOLOGICE Cap I, § b) Fie X separabil, Y conex și conex local și /: X -* Y fie un homeomorfism local perfect; arata ca / indeplineste conditiile specificate la a) [Fie Yn pentru fiecare număr întreg n> - - multimea acelor y e Y pentru care /(y) are cel putin n puncte; arătați că Yn este deschis-închis în Y ] °c) Dați un exemplu de homeomorfism local surjectiv imperfect /: X -* Y, unde Y este compact, conex și conex local, X - este compact local, conex și conex local și /(y) pentru fiecare y e Y conţine cel mult două puncte [cf § , exerciţiul [ in APLICARE ADULTĂRI LA LIMITE PROIECTIVE ALE SETURILOR Sisteme proiective de submulțimi Definiții ale unui sistem proiectiv de mulțimi (Xv, /v?) în raport cu un set pre-ordonat de indici I, limita proiectivă X-UmXv a unui astfel de sistem și maparea canonică /n a mulțimii X în fiecare dintre Xv (Multiplicatorul teoretic, Ch III, § , nr ) nu se bazează pe presupunerea că mulțimea I este filtrabilă, deci se extind la o mulțime arbitrară pre-ordonată I Același lucru este valabil și pentru definiția unui sistem proiectiv de mapări ua: Xb -> Xb, unde (Xb, fb?) și (Xv, /vp) sunt sisteme proiective de mulțimi față de , iar la limita sa proiectivă a= іnі ua (ibid ) Mai mult, toate rezultatele dovedite în Sec , § , Cap III Teoria mulțimilor rămâne valabilă chiar și fără ipoteza de filtrabilitate a lui I, cu excepția rezultatului legat de bijecția canonică limXB pe limita proiectivă a subfamiliei familiei (XB) corespunzătoare părții cofinale a mulțimii I Fie Ma o submulțime a mulțimii Xs pentru fiecare oc £ Dacă oc > P implică /s₽(A ₽)cA s, atunci spunem că A Bs formează un sistem proiectiv de submulțimi ale mulțimilor Xs Fie gB^ restricția lui /p la pentru a > P; poate fi privit ca o mapare în M: este clar că (A B, gB?) este un sistem proiectiv de mulțimi și lim Ma~IL(X) formeaza un sistem proiectiv de submultimi Xv in ANEXA lim Xa= im Ma', observăm că pentru orice a £ / avem Ma= ■■ ■ - "=/a(X)c Q /ap(Xp) și toate golurile (a > P) sunt surjective ₽>a Propoziţia Fie (Xa, /ap) şi (Xa, /ap) sisteme proiective de mulţimi în raport cu Iu, pentru fiecare CI este o hartă de la Xa la Xa, iar Ua formează un sistem proiectiv de hărţi Fie u=lim "a Apoi pentru fiecare x' ^(xa) £ mX ♦ ' ■ ■■ - Proprietățile ua (xa) formează un sistem proiectiv de submulțimi ale mulțimii - - gest Ha, iar u(x')=lim ua(xa) Propoziţia rezultă evident din definiţii Criteriu pentru non-viditatea limitei proiective Fie (Xa, /a₽) un sistem de mulțimi proiectivă în raport cu o mulțime preordonată I, unde /aa pentru fiecare a £ este maparea identității Xa pe sine Să presupunem că pentru fiecare £ este dat un set de submulțimi ale mulțimii XB și sunt valabile următoarele axiome: (I) Fiecare intersecție de mulțimi din aparține lui (c)a În special (având în vedere intersecția familiei goale), obținem că XaC(r)a- (II) Dacă o mulțime de submulțimi are proprietatea că intersecția oricărui număr finit de mulțimi care îi aparțin nu este goală, atunci f] M nu este goală M g( Luând în considerare (I), axioma (II) este echivalentă cu următoarea axiomă: (ІГ) Dacă f&cz&a este un set de filtrare descendent ale cărui elemente sunt nevide, atunci f] M este nevide Pe mine" Teorema Fie I o mulțime de filtrare, axiomele (I) și (II) sunt valabile pentru toate (c)a și, în plus, sistemul proiectiv (Xa, fap) îndeplinește următoarele condiții - (III) fap(Xa) € pentru orice pereche de indici p astfel încât a p și orice Xa ^Xa, ADULTĂRI LA LIMITE PROIECTIVE ALE SETURURILOR (IV) /a₽(Mp) C (r) și orice Fie X-lim Xa-, atunci: "- a) Pentru orice a £ I avem /"da=Pm(^) (i) unde /a este harta canonică λ -> λι b) Dacă Xa nu este gol pentru fiecare a > , atunci X nu este gol Fie S mulțimea tuturor familiilor =(La)a / care îndeplinesc condițiile: La¥= pentru fiecare un £ ; ( ) faz(A ) cu Aa pentru tot a, astfel încât a > ( ) Fie relația R pentru elementele = (La) și (' = (La) ale lui S înseamnă că LasLa pentru orice a; este clar că S este ordonat după această relație ° Să demonstrăm mai întâi că S este inductiv Fie L o mulțime perfect ordonată și Ă -> l = (La)ae/ fie maparea sa strict crescătoare în S ( ); în virtutea (I) și (II) îndeplinește și condiția ( ), astfel încât gS și este clar că majorizează mulțimea tuturor celor x ° Fie =(Aa) elementul maxim din S; să arătăm că atunci Aa = /ap(Ap ) pentru toate perechile a, astfel încât a > Într-adevăr, să stabilim Λ = Q /ap(λp) pentru fiecare a £ și să arătăm că ₽>a că ' = (A'a) aparține lui S Observăm mai întâi că dacă b și y R; deci /ay(Am) cu /ad(L ) și, în consecință, Q/ay(Ly) = Q/ad(Lg) = La decât stabilirea că este finalizată, V^₽ dya că ' C Deoarece A'a a, atunci P^y implică f^(B^)c c:(Am) g Ap = dacă, dimpotrivă, a^p^y, atunci, deoarece - - -i - - (*") (/"₽(*")) vom avea (/"t ("")) a și B$ = Xp E&a in caz contrar; prin definiţia lui xn, mulţimile B$ nu sunt goale, iar în virtutea (III) şi (I) Bp £ @p pentru fiecare p £ I; în plus, P^y implică în mod evident ) din teorema lui Zorn; întrucât (cu °) Ap pentru fiecare p > are forma {?/p}, rezultă că y - (y ) aparține lui X și /a(y ) = yA = xA prin definiție Să arătăm, în sfârșit, că a) implică b) Într-adevăr, se poate presupune că nu este gol (altfel nu ar fi nimic de demonstrat); din lipsa asumată a tuturor CL rezultă că fap(Xp) #= pentru un P; întrucât /ap(X?) pentru a fix și p^u formează un set de filtrare descendentă de submulțimi ale mulțimii Xa care aparțin lui Sa, atunci condiția (ІГ) arată că ADULTĂRI LA LIMITE PROIECTIVE ALE SETURILOR că /a;i (Hp) # = Astfel, având în vedere a), /a(X) = și astfel B mai mult decât X =/= , ceea ce urma să fie demonstrat Cometariu Să presupunem că în enunțul teoremei condiția (III) este înlocuită cu următoarea condiție mai slabă: (III') Pentru fiecare a > I și fiecare mulțime nevidă Mn C - , există xA £ Ml astfel încât f^(zj C pentru tot p > a Atunci afirmația b) a teoremei este încă valabilă Într-adevăr, dovezile punctelor ° și ° nu se vor modifica în acest caz Dovada articolului ° rămâne în vigoare dacă luăm x e An în așa fel încât - fn (xj aparține fiecărui P > a În fine, raționamentul articolului ° arată că această mulțime - xl este luat în așa fel încât y e X, acel /l(y)=xl, care dovedește afirmația noastră Exemple I) Fie toate Xl spații compacte și toate hărțile /"₽~ continue; atunci putem aplica Teorema , luând ca mulțime a tuturor mulțimilor închise din Xa Pentru detalii despre această aplicație, a se vedea § , § II) Fie un inel cu unitate și fie Tl un artinian stânga -modul pentru fiecare £I (Algebră, Cap VIII, § , § ); fie Xl un spatiu omogen peste Tl in care Tl actioneaza exact (deci putem spune ca Xa este spatiul afin asociat cu cTl (Algebra, Ch II, Apendice!, n° ) Presupunem ca pentru fiecare pereche a , P , în care a^p, fa$: este o mapare afină (Algebră, Cap II, Anexa II, itemul ) Să luăm ca mulțime formată din submulțimea goală și toate varietățile liniare afine ale spațiului Xl (Algebră, Cap II, Anexa II, Sec ) Atunci condiția (I) este trivial satisfăcută, iar condiția (II) rezultă din faptul că Ta este artinian: într-adevăr, implică existența unui element minim între intersecțiile colecțiilor finite de mulțimi M, iar acest element este în mod necesar egal cu M În sfârșit, pome? cati /a? în mod afin, condițiile (III) și (IV) sunt trivial satisfăcute N Bourbaki SCHITAR ISTORIC LA CAPITOLUL I (Numerele romane se referă la bibliografia de la sfârșitul acestui eseu ) Conceptele de prodel și continuitate datează din antichitate; istoria dezvoltării lor nu ar fi completă fără un studiu sistematic din acest punct de vedere, nu numai al matematicienilor, ci și al filozofilor Greciei, în special Aristotel, precum și fără luarea în considerare a evoluției acestor idei în matematică a Renaşterii şi în perioada apariţiei calculului diferenţial şi integral Totuși, un astfel de studiu, care ar fi cu siguranță interesant de întreprins, ar depăși cu mult scopul acestui eseu Fondatorul topologiei, ca multe alte ramuri ale matematicii moderne, ar trebui considerat Riemann; într-adevăr, el a fost primul care a încercat să evidențieze conceptul de spațiu topologic, a propus ideea unei teorii independente a acestor spații, invarianți definiti ("numerele Betti"), care au jucat un rol extrem de important în dezvoltarea ulterioară a topologiei și le-a dat primele lor aplicații în analiză (perioadele integralelor abeliene) Dar dezvoltarea gândirii matematice în prima jumătate a secolului al XIX-lea a pregătit calea lui Riemann în multe privințe Într-adevăr, dorința de a pune o bază de încredere pentru matematică, care a provocat atât de multe cercetări importante de-a lungul secolului al XIX-lea și până în zilele noastre, a condus la definirea corectă a conceptelor de serie convergentă și de succesiune numerică care tinde spre limită ( Cauchy, Abel), precum și conceptul de funcții continue (Bolzano, Cauchy) Pe de altă parte, reprezentarea geometrică dată de Gauss și Argand (prin puncte plane) a numerelor complexe sau "imaginare", după cum se spune încă, (uneori numite și numere "imposibile" în secolul al XVIII-lea) a devenit familiară majorității matematicienilor ; a însemnat un progres de același ordin ca și în zilele noastre asimilarea unui limbaj geometric în studiul spațiului Hilbert și conținea în germen posibilitatea unei reprezentări geometrice a oricărui obiect capabil de schimbare continuă; Gauss, care, totuși, a fost condus în mod firesc la astfel de idei de cercetările sale asupra elementelor de bază SCHEMA ISTORICĂ PENTRU CAPITOLUL I studiile de geometrie, geometria non-euclidiană și teoria suprafețelor, se pare că aveau deja în minte o astfel de posibilitate, deoarece, definind (independent de Argan și matematicienii francezi) reprezentarea geometrică a numerelor imaginare, a folosit expresia "cantitate de două ori extinsă" " ((I), p -SW și - ) Cercetările asupra funcțiilor algebrice și integralele lor, pe de o parte, și (inspirate în mare măsură de studiul lucrărilor lui Gauss) reflecțiile asupra fundamentelor geometriei, pe de altă parte, l-au determinat pe Riemann să formuleze un program de cercetare care să fie de asemenea, un program de topologie modernă și l-a determinat să înceapă implementarea acestui program Iată, de exemplu, ceea ce scrie Riemann în Teoria funcțiilor abeliene ((II), p ): "În studiul funcțiilor care decurg din integrarea diferenţialelor totale, este aproape imposibil să se facă fără unele propuneri legate de Analysis situs Sub această denumire, folosită, deși poate nu chiar în același sens, de către Leibniz, ar trebui să se înțeleagă acea parte a doctrinei cantităților continue, care consideră că aceste mărimi nu există independent de poziția lor și măsurate una de alta, ci sunt abstrase din totul, legat de măsurare, supune studiului doar relația dintre aranjarea și includerea lor reciprocă Lăsând la luarea în considerare viitoare a acestor probleme, complet eliberat de tot ce ține de măsurare " Și în celebra sa prelegere introductivă "Despre ipotezele care stau la baza geometriei" ((II), p ): " concepția generală de cantități extinse înmulțite *), care acoperă, în special, mărimi spațiale, a rămas complet nedezvoltat '" (p ) " Conceptul de mărime este posibil doar atunci când există ceva în comun care permite stări diferite În funcție de faptul că există sau nu o tranziție continuă de la o stare la alta, aceste stări formează o varietate continuă sau discretă, "stările individuale se numesc puncte în primul caz, iar elementele varietății în al doilea" (p ) ) " Măsurarea constă în suprapunerea uneia dintre mărimile comparate pe cealaltă", prin urmare, pentru măsurare se cere să existe o modalitate de a transfera o mărime, ca scară, peste cealaltă Dacă nu există o astfel de măsură metoda, atunci două mărimi pot fi comparate numai dacă una dintre ele face parte din cealaltă Studiile care pot fi efectuate în acest caz formează o definiție generală, independentă de măsură, parte a doctrinei mărimilor, în care cantitatile nu sunt considerate ca existand independent de locatia lor si nu asa cum sunt exprimate printr-o anumita unitate de masura, ci ca parte a unei diversitati *) Riemann înţelege prin aceasta, după cum se va vedea din cele ce urmează, o parte din spaţiul topologic de orice număr de dimensiuni SCHITAR ISTORIC PENTRU CAPITOLUL T necesar pentru multe ramuri ale matematicii, mai ales în studiul funcţiilor analitice cu multe valori " (p ) " Definirea unei poziții pe o varietate dată, atunci când o astfel de definiție este posibilă, conduce la definirea unui număr finit de valori numerice Există însă și varietăți pentru care determinarea poziției necesită nu un număr finit, ci o serie infinită sau un set continuu de valori numerice Varietățile de acest fel formează, de exemplu, posibile atribuiri ale unei funcții într-o zonă dată, posibile forme ale unei figuri spațiale etc " (pag ) În această ultimă propoziție, ideea studierii spațiilor funcționale este mai întâi conturată; totuși, aceeași idee și-a găsit expresie deja în disertația lui Riemann: "Totalitatea acestor funcții", spune el în legătură cu problema minimului, cunoscută sub numele de principiul Dirichlet, "formează o regiune conexă închisă în sine" ((II) , p ) care, deși într-o formă imperfectă, este germenul demonstrației date ulterior principiului Dirichlet de către Hilbert și chiar al majorității aplicațiilor spațiilor funcționale la calculul variațiilor După cum sa menționat deja, Riemann a inițiat acest program grandios prin determinarea "numerelor Betty" mai întâi pentru suprafață ((II), pp - ), și apoi ((II), pp - ; vezi și (III) ) pentru o varietate de orice număr de dimensiuni și aplicând această definiție la teoria integralelor; asupra acestui punct, precum și asupra dezvoltării semnificative pe care a primit-o această teorie după Riemann, trimitem cititorul la schițele istorice care vor însoți capitolele de topologie algebrică din acest tratat În ceea ce privește teoria generală a spațiilor topologice, așa cum a gândit-o Riemann în termeni generali, dezvoltarea ei a necesitat un studiu preliminar, mai sistematic decât pe vremea lui Riemann, al teoriei numerelor reale, a mulțimilor de numere și a mulțimilor de puncte pe linie, plan , și spațiu; acest studiu a fost legat, la rândul său, de investigația (semifilozofică la Bolzapo și pur matematică la Dedekind) a naturii numărului irațional, precum și de progresul teoriei funcțiilor unei variabile reale (la care a făcut-o însuși Riemann) o contribuție semnificativă cu definiția sa a integralei și teoria sa a seriei trigonometrice și la care lucrarea sa, printre alți matematicieni, Dubois-Reymond, Dini, Weierstrass) A fost opera celei de-a doua jumătăți a secolului al XIX-lea, și mai ales a lui Cantor, care a fost primul care a definit (întâi pe linie, apoi în spațiul euclidian n-dimensional) conceptele de punct de condensare, închis, multimi deschise si perfecte si au obtinut rezultate esentiale legate de structura acestor multimi pe o linie dreapta (vezi Schita istorica la capitolul IV); în acest sens, se poate face referire nu numai la opera lui Cantor (IV), ci și la foarte interesanta sa corespondență cu Dedekind (V), care conține, de asemenea, o idee clar exprimată a numărului de dimensiuni ca invariant topologic Dezvoltarea ulterioară a acestei teorii este prezentată, de exemplu, într-o formă semi-istorică, semi-sistematică, în cartea lui Shenf SCRUȚĂ ISTORICĂ PENTRU CAPITOLUL I lpsa (VI); poate cea mai importantă a fost teorema Borel-Lebesgue conform căreia fiecare mulţime închisă mărginită într-un spaţiu euclidian n-dimensional R" (vezi Cap VI, § ) satisface axioma (C"') din § (demonstrată prima dată de Borel pentru un segment închis pe linie și o familie numărabilă de intervale deschise care o acoperă) Ideile lui Cantor s-au întâlnit la început cu o opoziție destul de energică (vezi Schița istorică pentru capitolele I-IV din Cartea I) Dar, în orice caz, teoria sa asupra seturilor de puncte pe linie și pe plan a început curând să fie aplicată și răspândită pe scară largă de școlile franceze și germane de teorie a funcției (Iordan, Poincaré, Klein, Mittag-Leffler, apoi Hadamard, Borel, Baer, Lebesgue și alții); în special, fiecare dintre primele volume ale colecţiei Borel conţinea o expunere elementară a acestei teorii (vezi, de exemplu, (VII)) Pe măsură ce aceste idei s-au răspândit, mulți au început să se gândească la posibila lor aplicare la seturi de curbe sau funcții, mai degrabă decât la puncte Acest gând a apărut, de exemplu, în titlul "Despre curbele limită ale varietății de curbe" din memoria lui Ascoli din (VIII) și a fost exprimat în raportul lui Hadamard la Congresul de matematică de la Zurich din (IX); este, de asemenea, strâns legată de introducerea de către Volterra în a "funcțiilor de linie" și de crearea "calcului funcțional", adică teoria funcţiilor al cărei argument este o funcţie (ne referim în acest sens la monografia lui Volterra dedicată analizei funcţionale (X)) Pe de altă parte, în celebrul memoriu (XI), unde Hilbert, referindu-se din nou la ideea lui Riemann, a dovedit existența unui minim în principiul lui Dirichlet și a pus bazele "metodelor directe" ale calculului variațiilor , interesul care reprezintă luarea în considerare a mulțimilor de funcții, unde este aplicabil principiul Bolzano - Weierstrass, adică unde fiecare șir conține o subsecvență convergentă; în plus, astfel de mulțimi au început să joace un rol important nu numai în calculul variațiilor, ci și în teoria funcțiilor unei variabile reale (Ascoli, Arcela), și ceva mai târziu în teoria funcțiilor unei variabile complexe (Vitali, Carathéodory, Montel) În sfârșit, studiul ecuațiilor funcționale și, mai ales, soluția de către Fredholm a clasei de ecuații care a primit numele său a făcut obișnuită să se considere o funcție ca argument, iar un set de funcții ca un set de puncte, vorbind despre care este la fel de firesc să folosim limbajul geometric, ca atunci când vorbim despre punctele n-dimensionale spațiu euclidian (care eludă "intuiția" și din acest motiv a rămas multă vreme subiectul neîncrederii multor matematicieni) În special, binecunoscutele lucrări ale lui Hilbert privind ecuațiile integrale (XII) s-au încheiat cu definirea și studiul geometric al spațiului Hilbert de către E Schmidt (XIV) în analogie completă cu geometria euclidiană Între timp, conceptul de teorie axiomatică a căpătat o importanță din ce în ce mai mare, în principal datorită numeroaselor lucrări despre fundamentele geometriei, printre care studiile lui Hilbert (XIII) au avut o influență decisivă; chiar în cursul acestor studii, Hilbert SCHEMA ISTORICĂ PENTRU CAPITOLUL I a propus în ((XIII), p ♦)) prima definiție axiomatică a "varietății dublu extinse" în sensul lui Riemann, care ar fi trebuit să servească, în cuvintele sale, "baza unei construcții axiomatice riguroase a poziției analiză", și cartiere deja folosite (în sensul restrâns de cerințele problemei la care s-a limitat atunci Hilbert) Primele încercări de a izola ceea ce este comun în proprietăţile mulţimilor de puncte şi ale mulţimilor de funcţii au fost făcute de Fréchet (XV) şi F Riess (XVI); cu toate acestea, primul, plecând de la conceptul de limită numărabilă, nu a fost în stare să construiască un sistem convenabil și fructuos de axiome; cu toate acestea, el a observat o relație între principiul Bolzano-Weierstrass (care nu este altceva decât axioma (C) din § , limitată la secvențe numărabile) și teorema Borel-Lebesgue (adică axioma (C') din § ); în legătură cu aceasta a introdus cuvântul "compacitate", deși într-un sens ușor diferit de cel care este dat acestui cuvânt în această lucrare Cât despre F Riess, care a pornit de la conceptul de punct de condensare (sau , mai degrabă, - ceea ce se rezumă la același lucru - o mulțime "derivată"), atunci teoria lui era încă incompletă și, totuși, rămânea doar sub forma unei schițe grosiere Topologia generală, așa cum se înțelege acum, a fost inițiată de Hausdorff ((XVII), cap - ) Revenind din nou la conceptul de cartier (dar înțelegând prin aceasta ceea ce în termenii acestei cărți ar trebui numit "cartier deschis"), Hausdorff le-a ales din axiomele lui Hilbert referitoare la vecinătățile din plan pe acelea care ar putea furniza teoria sa simultan cu toate acuratețea și generalitatea necesare Axiomele pe care le-a luat ca punct de plecare au fost, în termeni generali (până la diferențele datorate conceptului său de cartier), axiomele (V , (Vu), (V u), (V v) § și capitolul din pe care le dezvoltă consecințele rămâne un model de teorie axiomatică, abstractă dar adaptată în prealabil aplicațiilor Este destul de firesc că a servit drept punct de plecare pentru studiile ulterioare de topologie generală, și mai ales pentru lucrările școlii de la Moscova, care au fost grupate în cea mai mare parte în jurul problemei metrizării (vezi Schița istorică la capitolul IX ) Aici trebuie să remarcăm în primul rând definiția spațiilor compacte dată de Aleksandrov și Uryson (sub denumirea de "spații bicompacte") și apoi demonstrația de Tikhonov (XIX) a compactității produsului spațiilor compacte Filtrele Burr (XX), care au oferit un instrument extrem de valoros pentru o mare varietate de aplicații (unde înlocuiește cu succes conceptul de "convergență Moore-Smith" (XVI) II)) a făcut posibilă, datorită teoremei ultrafiltrului (Teorema din § ), să se finalizeze clarificarea și simplificarea întregii teorii *) Pagina din a doua ediție rusă BIBLIOGRAFIE (I) C F Gauss, Werke, or II, Gottingen, (II) B Riemann, Gesammelte mathematische Werke, ed a II-a, Leipzig (Teubner), [B Riemann, Opere, Gostekhizdat, ] (III) B Riemann, în Lettere di E Betti a P Tardy, Rend Accad Lincei (V), or XXIV ( ), p - (IV) G Cantor, Gesammelte Abhandlungen, Berlin (Springer), (V) G Cantor, R D ede to ind, Briefwechsel, Actual științific et Ind , nr , Paris (Hermann), (VI) A Schoenflies, Entwickelung dor Mengenlehre und ihrer An-wendungen, partea I, ed a II-a, Leipzig-Berlin (Teubner), (VII) E B o re , Lețons sur la theorie des fonctions, ed a II-a, Paris (Gau-thier-Villars), (VIII) G A s c o i, Le curve limiti di una varieta data di curve, Mem Accad Lincei (III), or XVIII ( ), p - (IX) J Hadamard, Sur certaines applications possibles de la theorie des ensembles, Verhandl Intern Math -Kongress, Ziirich, , p - (X) V Volterra, Theory of Funcționale, London - Glasgow (Blackie & Son), (XI) D H i bert, Gesammelte Abhandlungen, or III, Berlin (Springer), , p - (=Jahresber der DMV, t VIII ( ), p , și Math Ann , t LIX ( ), p ) (XII) D H i bert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der Integral-gleichungen, ed a II-a, Leipzig-Berlin (Teubner), (XIII) D H i bert, Grundlagen der Geometrie, ed a VII-a, Leipzig- și fiecare COP XXX ) Dacă X nu este gol, atunci axioma (U|) implică că nicio mulțime din U nu este goală, deci este un filtru în XXX În mulțimea goală există o singură structură uniformă, cu mulțimea de medii C={ ) Definiția Un sistem fundamental de medii ale unei structuri uniforme este orice mulțime S de medii care are proprietatea că orice mediu conține o mulțime aparținând lui Axioma (Uin) arată că dacă n este orice număr întreg P numar > , apoi multimile V, unde V trece prin sistemul fundamental de medii, formeaza si ele sistemul fundamental de medii Numim astfel de medii simetrice V uniformă - structuri pentru care V=V; pentru fiecare mediu V multe - proprietăţile V П V şi V (JV sunt medii simetrice; axiomele (FB) şi (U") arată că mediile simetrice formează un sistem fundamental de medii ♦) Amintiți-vă (Multimul teoretic, Rezumatul rezultatelor, § , nr și ) că dacă V și W sunt submulțimi ale lui XXX, atunci Vo W sau VW înseamnă mulțimea acelor perechi (x, y) £ XXX pentru care există z £ X astfel încât (x, z) g W și (z, y) £ V, - și V este mulțimea acelor perechi (x, y) £ XXX pentru care (y, x) £ V SPAȚII UNIFORME Pentru ca mulțimea de submulțimi ale produsului X x X să fie sistemul fundamental de medii cu o structură uniformă în X, este necesar și suficient ca acesta să satisfacă axioma (Bi) (Capitolul I, § , punctul ) ) și următoarele axiome: (Ui) Fiecare set de conține diagonala A (Un) Pentru orice V ⊂ există V £ astfel încât V ⊂ V , (Uni) Pentru orice Eg există W £ astfel încât WtzV Dacă X nu este gol, atunci sistemul fundamental de medii al unei structuri uniforme în X este baza filtrului de mediu al acestei structuri (Capitolul I, § , Propunerea ) Exemple de structuri uniforme !) În mulțimea R a tuturor numerelor reale, definim o structură uniformă, numită structură uniformă aditivă, astfel: pentru fiecare a > , se consideră în RXR mulțimea Va a acelor perechi (x, y) de numere reale pentru care | x - y | , mulțimile Va formează un sistem fundamental de medii cu o structură uniformă aditivă în R În același mod, o structură uniformă (numită și structură aditivă) este definită în mulțime Q din toate numerele raționale; aceste structuri, precum și structuri uniforme, care pot fi definite în mod similar pe grupe, sunt studiate în Cap III și IV O ) Fie X o mulțime, R o relație de echivalență în X și C graficul său în XXX După cum se știe (Multiplicatorul teoretic, Rezumat - rezul , § , nr ), A , mulţimea acelor perechi (x, y) e ZXZ în care x > y (mod pn); se verifică direct faptul că aceste mulţimi se formează STRUCTURI UNIFORME Cap II, § i un sistem fundamental de medii cu structură uniformă în Z; această structură se numește p-adic (vezi Ch III, ed a -a, § , Exercițiile și urm , precum și Cap IX, ed a II-a, § , § ) În conformitate cu definițiile generale (Teor Multiple, Rezumatul rezultatelor, § , itemul ), dacă X și X' sunt mulțimi dotate cu structuri uniforme, cu mulțimi de medii U și U', atunci bijecția / a mulțimii X pe X' este un izomorfism al unei structuri uniforme în X la o structură uniformă în X' dacă g(U)=tl', unde gf^f De exemplu, dacă X și X' sunt mulțimi de putere egală, atunci fiecare bijecție a lui X pe X' este un izomorfism al unei structuri uniforme discrete în X la o structură uniformă discretă în X' Topologia spațiului uniform Propozitia Fie X o multime dotata cu structura uniforma Pentru fiecare χ e X notam cu M(x) multimea submultimii V(x) ale multimii X, unde V trece prin toate mediile structurii uniforme ; există o topologie unică în X pentru care (x) este un filtru de vecinătăți ale punctului x pentru orice χ e X Se cere să se demonstreze că mulţimile S (x) îndeplinesc condiţiile (V[], (Vn), (VII) şi (VIV) din Cap I, § , nr Pentru primele trei condiții, aceasta decurge imediat din faptul că mulțimea de medii de structură uniformă satisface condițiile (F,), (FB) și (U()) sau un mediu de și W - un astfel de mediu de la încât W , deoarece relația "există un p £ A astfel încât (x, p) e K" este, prin definiție, echivalentă cu relația x^v(A) Ultima afirmație a Corolarului rezultă din aceasta prin Propozițiile și din Secțiunea a Capitolului I V(A) se numește o vecinătate de ordinul V a mulțimii A Dacă mediul V pentru X este deschis în XXX, atunci V(x) este deschis în X pentru fiecare x £ X (Capitolul I, § , corolarul Propoziției ), și deci V(A), ca unire a tuturor F(z) (x £ A) este deschis în X În schimb, dacă mediul V este închis în XXX, atunci V (A) nu este neapărat închis în X pentru fiecare mulțime A din X (Exercițiul ) Pe de altă parte, trebuie remarcat că mulțimile Γ(Λ), unde V străbate toate mediile pentru X, nu formează neapărat un sistem fundamental de vecinătăți al mulțimii A în X (Exercițiul ), % \ SPAȚII UNIFORME Corolarul Interioarele (respectiv închideri) în medii XxX pentru X formează un sistem fundamental de medii pentru X \ Într-adevăr, dacă V este un mediu arbitrar pentru X, atunci \ există un mediu simetric W astfel încât W c V; întrucât W este o vecinătate a mulţimii W (Propoziţia ), interiorul mulţimii V în X > \X conţine W şi serveşte astfel ca mediu pentru X Pe de altă parte (Propoziţia ) avem WczWcz h \ czWczV, astfel încât V conține închiderea mediului pentru X Corolarul Orice spațiu uniform satisface axioma (OII) Într-adevăr, lăsăm V să ruleze prin setul tuturor mediilor închise în XxX pentru X; după Corolarul , atunci mulțimile V(x) pentru fiecare χ e X formează un sistem fundamental de vecinătăți ale lui x în X și toate V(x) sunt închise în X (Capitolul I, § , corolarul Propoziției ) Propoziția Pentru ca un spațiu uniform X să fie separabil, este necesar și suficient ca intersecția tuturor mediilor din structura sa uniformă să coincidă cu diagonala A a produsului XxX Fiecare spațiu uniform separabil este regulat Ultima afirmație decurge direct din Corolarul al Propoziției După cum am văzut, mediile închise formează un sistem fundamental de medii pentru X (Corolarul al Propoziției ); în consecință, dacă intersecția lor coincide cu A, atunci A este închis în XxX, adică X este separabil (Capitolul I, , Propoziția ) În schimb, dacă X este separabil, atunci pentru fiecare punct (x, y) care nu aparține lui A, există un mediu H astfel încât y r al unui homeomorfism al spațiului R pe sine care nu este uniform continuu când R este înzestrat cu o structură uniformă aditivă ,, (Vezi § , Teorema ) Propoziţia ° Dacă f: X -+ X' şi g\ X' -► X" sunt mapări uniform continue, atunci gof: X -► X" este uniform continuă ° Pentru ca o bijecție f a unui spațiu uniform X la un spațiu uniform X' să fie un izomorfism, este de asemenea necesar STRUCTURI UNIFORME Cap II, § este suficient ca f și bijecția sa inversă g să fie uniform continue / Aceasta rezultă direct din interpretarea Definițiilor în termeni de produs de mapări /x/ Compararea structurilor uniforme Propunerea arată că mapările uniform continue pot fi luate ca morfisme ale structurilor uniforme (Teor pl , Ch IV, § , § ); în cele ce urmează se va presupune întotdeauna că s-a făcut această alegere a morfismelor În conformitate cu definițiile generale (Teor multiplicator, cap IV, § , itemul ), aceasta ne permite să definim relația de ordine în mulțimea tuturor structurilor uniforme din aceeași mulțime X: Definiția Gol și - / sunt structuri uniforme în aceeași mulțime X; vom spune că /j majorează {sau că CII minorizează 'Z/J dacă maparea identităţii X -:>-X , unde Xt înseamnă mulţimea X dotată cu structura uniformă Ug (i - , ), este uniform continuu Dacă T/j majorează / și este diferit de / , atunci spunem că /! mai puternic decât / (sau orice este mai slab decât J Două structuri uniforme, dintre care una o majorează pe cealaltă, sunt numite comparabile Exemplu În mulțimea ordonată a tuturor structurilor uniforme din mulțimea X, o structură uniformă discretă este cea mai puternică, în timp ce o structură uniformă al cărei set de medii constă dintr-un singur element XxX este cea mai slabă Definiția implică în mod direct: Propozitia Fie lr si structuri uniforme in multimea X; pentru ca x să majoreze , este necesar și suficient ca fiecare mediu din P să fie un mediu în h FUNCȚII UNIFORM CONTINUE Corolar, Fie U o structură uniformă în mulțimea X care majorează structura uniformă ^, atunci topologia generată de Φ domină și topologia generată de Ф Aceasta rezultă imediat dintr-o comparație a topologiilor cu ajutorul cartierelor (Capitolul I, § , Propunerea ) Remarci ) Se poate întâmpla ca structura uniformă să fie mai puternică decât structura uniformă r, dar topologiile generate de acestea coincid Acest lucru este arătat de următorul exemplu Fie X o mulțime nevidă; pentru fiecare dintre partițiile sale finite apoi W, = g, \ VJ și Wtc g, \V, /, astfel încât (r) satisface și axiomele (Un) și (Ujh) și, prin urmare, este sistemul fundamental de medii al unei structuri uniforme , în X Mai mult, din definiţia acestei structuri Z şi Definiţia , continuitatea uniformă a lui D pentru fiecare i C urmează imediat, de unde (Propoziţia ) continuitatea uniformă a lui h' În schimb, să fie până la h uniform continuu pentru fiecare i £ ; se consideră mulţimea U (Vt,, Vtn); prin presupunere, pentru fiecare k ( ^k^n) există un mediu Wk pentru Z astfel încât (r, z')țWk implică (Dk (h (z)), Dk (h (z'))) g Vk ; dacă w' sunt apropiate de ordinul lui W, unde W - f^Wk, atunci ultimele n relații sunt luate simultan, iar apoi (h(z), h (z')) ⊂ U (Vh, , Vtn), care completează demonstraţia Consecinţă Topologia în X generată de cea mai slabă dintre structurile uniforme sub care toate ț" sunt uniform continue este cea mai slabă dintre topologiile sub care toate f, sunt continue FUNCȚII UNIFORM CONTINU Aceasta rezultă direct din definiția vecinătăților unui punct din această ultimă topologie (Capitolul I, § , Propunerea ) Proprietățile generale ale structurilor inițiale (Multiple Theor , Ch IV, § , item , CST criteriul ) implică, în special, următoarea proprietate a tranzitivității: Propozitia Fie X o multime, ( v)ie/ o familie de spatii uniforme, sa fie o partitie a multimii I, este o familie de mulțimi care are L ca mulțime de indici Fie, mai departe, yy pentru fiecare este o hartă a lui X la Yx, glX pentru fiecare 'kțL și fiecare i £ J\ este o hartă a lui Yx la Z, u = Înzestrăm fiecare dintre Yx cu cea mai slabă dintre structurile uniforme sub care toate gC sunt uniform continue) (ig jx); atunci cea mai slabă structură uniformă din X sub care toate fn sunt uniform continue coincide cu cea mai slabă structură uniformă sub care toate hy sunt uniform continue Prototipul unei structuri uniforme Subspații uniforme Fie X o mulțime, Y un spațiu uniform și / o mapare de la X la Y; cea mai slabă structură uniformă din X astfel încât / este uniform continuă se numește imagine inversă față de / a structurii uniforme a spațiului Y Din Propoziția și formulele care dau imaginea inversă a intersecției, rezultă că inversul imaginile în raport cu g = /X/ ale mediilor pentru Y formează deja un sistem fundamental medii de structură uniformă Topologia generată de este atunci imaginea inversă față de / a topologiei spațiului Y (corolar al Propoziției ) Cometariu Dacă f:X -> Y este surjectiv, atunci mediile spațiului Y sunt atunci imaginile pentru g ale mediilor spațiului X Pentru ca maparea / a spațiului uniform X la spațiul uniform X' să fie uniform continuă, este necesar și suficient ca imaginea inversă față de / a structurii uniforme a spațiului X' să fie majorată de structura uniformă din spațiul X STRUCTURI UNIFORME Cap și Fie A o mulțime într-un spațiu uniform X; structura uniformă indusă în A de structura uniformă a spațiului X este imaginea inversă a acestuia din urmă față de injecția canonică A -> X; același lucru (vezi Propunerea ) poate fi exprimat prin următoarea definiție: Definiție Fie A o submulțime a unui spațiu uniform X O structură uniformă indusă în A a unei structuri uniforme în X este o structură uniformă a cărei mulțime de mediu este urma de pe A XA a setului de mediu pentru X Topologia generată în A de structura uniformă indusă coincide cu topologia indusă în A din X; Un dotat cu structura și topologia uniforme induse din X se numește subspațiu uniform al lui X Dacă A este o mulțime într-un spațiu uniform X și f- X-^-X' este o mapare uniform continuă, atunci restricția f\A este o mapare uniform continuă a spațiului A în X' Dacă A 'cX' este astfel încât / (X) cA', atunci maparea spațiului X într-un subspațiu uniform de A'spatii', având același grafic ca /, va fi, de asemenea, uniform continuă (Propoziția ) Dacă BcAcX, atunci subspațiul uniform B al spațiului X coincide cu subspațiul uniform B al subspațiului uniform A al spațiului X (tranzitivitatea structurilor uniforme induse; Propoziția ) Propoziţia Fie A o mulţime densă peste tot într-un spaţiu uniform X; închiderile în XxX ale mediilor subspațiului uniform A formează un sistem fundamental de medii ale spațiului X Într-adevăr, AxA este dens în XxX (Capitolul I, § , propoziția ) Fie V un mediu deschis pentru A, o urmă pe AxA a unui mediu deschis U pentru X; apoi Uc V (cap I, § , propoziția ), care, împreună cu Vc U, dovedește propoziția, dacă luăm în considerare Corolarul al Propoziției din § V FUNCȚII UNIFORM CONTINU Limita superioară a setului de structuri uniforme Fiecare familie ( /,) ^/ de structuri uniforme dintr-o mulțime X are o limită superioară în mulțimea ordonată a tuturor structurilor uniforme din X: într-adevăr, este suficient să se aplice Propoziția , notând cu Y mulțimea X înzestrată cu structura uniformă QZn şi prin /, - maparea identităţii X->Y,; topologia pe care o generează nu este atunci altceva decât limita superioară a topologiilor pe care le generează În plus, din Propunerea rezultă că dacă X = U = , atunci filtrul de mediu al structurii uniforme este limita superioară a filtrelor de mediu U ale structurilor uniforme (Capitolul I, § , punctul ) Exemplu Pentru fiecare partiție finită (A(i,)) este uniform continuu Invers, dacă X nu sunt goale și f este uniform continuu, atunci fiecare dintre f este uniform continuu Într-adevăr, / poate fi reprezentat sub forma x i -> (A(p, n)), astfel încât prima aserțiune rezultă din Propoziția Pentru a demonstra a doua, considerăm punctul a = (a,) din X X și repeta argumentul / Argumentele efectuate în proba Corolarul al Propoziției din § Cap I, cu cuvintele "continuu la punctul a (resp ax)" înlocuite cu cuvintele "uniform continuu" Criteriul general pentru tranzitivitatea structurilor uniforme inițiale (Propoziția ) arată că, ca și produsul spațiilor topologice (Capitolul , § , punctul ), produsul spațiilor uniforme este asociativ și are următoarea proprietate: Propoziția Fie X o mulțime, (Y\e/ o familie de spații uniforme și Δ pentru fiecare i £ / o mapare a lui X în Y, FUNCȚII UNIFORM CONTINU Fie, mai departe, / o mapare хі -* (/, (х)) seturi în Y - J^Y, IG / iar este cea mai slabă dintre structurile uniforme din X pentru care toate f sunt uniform continue Atunci O/ este imaginea inversă față de / a structurii uniforme induse în f(X) de structura uniformă a produsului Y Consecinţă Fie A, pentru fiecare i£/ este un subspațiu al spațiului Ye menținerea structurilor uniforme ale subspațiilor A, În plus, este imediat clar că dacă X± și Xr sunt spații uniforme și ar este un punct arbitrar în Xi, atunci harta x - * (ar, n ) este un izomorfism al spațiului X pe subspațiul {"i} xX din produsul XrxX Prin urmare: Propozitia Fie / o mapare uniform continua a produsului spatiilor uniforme Xx X X intr-un spatiu uniform Y; atunci fiecare mapare parțială xr i -> /(xlt x ) a spațiului X în Y este uniform continuă Această propoziție poate fi exprimată în continuare spunând că o funcție uniform continuă a două argumente este uniform continuă în fiecare dintre ele Exemplul dat în cap I, § , nr , observaţia , arată că inversul nu este adevărat O Limitele proiective ale spaţiilor uniforme Fie I o mulțime preordonată cu o relație de preordonare a^p Fie, în continuare, Xn un spațiu uniform pentru fiecare a £ și /a? pentru fiecare pereche, P astfel încât a > P este o mapare a lui Xp în XL Vom numi (Xa, /a₽) un sistem proiectiv de spații uniforme dacă: °(Xa, /a?) este proiectiv STRUCTURI UNIFORME Cap II, § un sistem de seturi (a se vedea § din apendicele la capitolul I); ° toate /a? uniform continuu Cea mai slabă dintre structurile uniforme din X "= lm Xa, pentru care toate mapările canonice /a: X -* XA sunt uniform continue, se numește limită proiectivă (față de mapările /a?) a structurilor uniforme ale spaţiile XA, şi mulţimea X înzestrată cu această structură uniformă, - limita proiectivă a unui sistem proiectiv de spaţii uniforme (Xa, /a?) Toate proprietățile limitelor proiective ale spațiilor topologice, stabilite în § § al Cap I (cu excepția Propoziției ) rămân valabile dacă "topologia" este înlocuită cu "structură uniformă" și "mapping continuu" cu "mapping uniform continuu"; în plus, corect Propozitia Fie I o multime pre-ordonata de filtrare, (Xa, /a₽) un sistem proiectiv de spatii uniforme cu I ca multime de indice si J partea cofinala a lui I Mai mult, fie fa pentru fiecare a £ fie maparea canonică a spațiilor = mXa în CL și gv - faXf* Familie - - setează ga(V ), unde a trece prin J și VL trece prin sistemul fundamental de medii pentru Xa pentru fiecare a £ J, este sistemul fundamental de medii pentru X Lăsăm cititorului o dovadă care este o parafrază evidentă a dovezii din Propunerea § Cap eu În sfârșit, rețineți că topologia în X = lim Xn generată de h ■■ structura uniformă, care este limita proiectivă a structurilor uniforme ale spațiilor Xa, coincide cu limita proiectivă a topologiilor acestor spații Exerciții ° ) Pe dreapta numerică R (dotată cu o structură uniformă aditivă) funcția I x I este uniform continuă; funcția l/x este uniform continuă pe orice interval [a, + oo(, unde a > ; este continuă, dar nu uniform continuă pe intervalul ] , + oo[ ) Să se arate că topologiile din Z generate de structurile p-adice corespunzătoare la două numere prime distincte sunt incomparabile EXERCIȚII ) Fie Si n $r două ultrafiltre diferite netriviale într-o mulţime infinită X; arătați că structurile uniforme QZ (rt'J și ( ' ) (§ , exercițiul ) sunt incomparabile și că limita lor superioară este o structură uniformă discretă; care este limita lor inferioară? Deduceți din aceasta că mulțimea tuturor structuri uniforme separabile în X este echivalentă cu φ(SJ (X)) [Vezi Cap I, § , exercițiul a ] ) a) Fie C și C filtrele de mediu a două structuri uniforme din aceeași mulțime nevidă X; Pentru ca intersecția filtrelor U și ІГ să fie un filtru de medii cu o structură uniformă în X, este necesar și suficient ca pentru orice Y £ și V'£U' să existe U^U și W' £ U' asa ca WW'a avu V' b) Dați un exemplu de două filtre de mediu Um și UM-, fiecare definit de o partiție finită a mulțimii X (§ , exemplu), care nu ar îndeplini condiția a) ) Fie (Xt)t ∈ y o familie de spații uniforme și fie c un număr cardinal infinit Să asociem cu fiecare familie (Y,) €H, unde Gard (H) M a structurii care ED induce în λ(X) c) Să se arate că maparea (M, JV) i -* M (JN a produsului (X) X$ (X) în Sp (X) este uniform continuă d) Fie Y un alt spațiu uniform Arătați că dacă /: X -> Y este o mapare uniform continuă, atunci maparea M i -> / (A/) a spațiului φ (X) în φ (Y) este uniform continuă e) Fie (r) o submulțime compactă a mulțimii Ω(X) a tuturor mulțimilor închise nevide din X dotate cu topologia indusă de topologia £T(îl) generată de (X) Arătați că mulțimea M este închisă în X M cu " STRUCTURI UNIFORME cap și, § § Spații complete Filtre Cauchy Într-o mulțime X înzestrată cu o structură uniformă, se poate defini ce se înțelege prin submulțime "mică" (în raport cu structura dată): este o mulțime ale cărei puncte sunt "foarte apropiate" unele de altele Mai precis, aceasta înseamnă următoarele: Definiție Fie X un spațiu uniform și V un mediu al structurii sale uniforme; dacă oricare două puncte din AcX sunt apropiate de ordinul V (sau, în mod echivalent, de AxAcV), atunci se spune că mulțimea A este de ordinul mic V Propoziția Dacă într-un spațiu uniform X mulțimile A și B sunt mici de ordinul V și se intersectează, atunci uniunea lor Lie B r este mică de ordinul V Într-adevăr, fie x și y oricare două puncte din A U B și z un punct din A L B; întrucât, prin presupunere, (x, z) g și (z, y) g V, apoi (x, y) C V Definiția Un filtru $ într-un spațiu uniform X se numește filtru Cauchy dacă pentru orice mediu V din structura uniformă a spațiului X există o mulțime de ordin mic V și aparținând lui Și aici se poate da o mai mare claritate vorbirii, folosind expresiile "mult suficient de mic" și "mult arbitrar mic"; de exemplu, Definiția poate fi exprimată și spunând că un filtru Cauchy este un filtru care conține seturi arbitrar mici O succesiune infinită (un) de puncte dintr-un spațiu uniform X se numește șir Cauchy dacă filtrul elementar asociat acesteia este un filtru Cauchy Cu alte cuvinte, pentru orice mediu V al spațiului X, există n astfel încât (um, un) e Y, oricare ar fi m > n și n > n SPAȚII COMPLETE Propoziția Într-un spațiu uniform X, fiecare filtru convergent este un filtru Cauchy Într-adevăr, pentru fiecare punct χ £ X și fiecare mediu simetric V al structurii uniforme a spațiului X, vecinătatea V(x) al punctului x este mic de ordinul V; dacă $ este un filtru care converge către x, atunci conține o mulțime conținută în V(x) și, prin urmare, mici de ordinul V Este clar că fiecare filtru care majorează un filtru Cauchy este, de asemenea, un filtru Cauchy Propoziţia Fie /: X -* X' o hartă uniform continuă Imaginea de la f a unei baze de filtru Cauchy în X este o bază de filtru Cauchy în X' Într-adevăr, fie g=/x/; dacă V este mediul pentru X', atunci -" g (V) este mediul pentru X, iar imaginea pentru / a unui set de ordine mică este ka g(V), există o mulțime mică de ordinul V, care demonstrează propoziția În special, aceasta implică faptul că dacă înlocuim structura uniformă a spațiului uniform X cu structura uniformă dominată de acesta, atunci orice filtru care a fost un filtru Cauchy sub structura uniformă inițială rămâne un filtru Cauchy sub noua structură uniformă Este convenabil să ne amintim acest fapt sub următoarea formă: cu cât structura uniformă este mai puternică, cu atât filtrele Cauchy sunt mai mici Propozitia Fie X o multime, (Y^ei o familie de spatii uniforme, si f, pentru fiecare i £ / o mapare a lui X in Y, Inzestim X cu cea mai slaba structura uniforma pentru care toate f sunt uniform continuu Dacă filtrul B în X este o bază de filtru Cauchy, este necesar și suficient ca f, ( ) să fie o bază de filtru Cauchy în Y, pentru fiecare i £ I Condiția este necesară prin Propoziția În schimb, să presupunem că este îndeplinită și fie [ (UI, Vln) mediul STRUCTURI UNIFORME cap și, § structura uniformă (Sec , Sec , formula ( )) Prin presupunere, pentru fiecare indice k ( k n) există o mulţime Mk £ astfel încât /l|t (Mft) este de ordin mic Vl|t; fie M mulțimea de conținută în tot Mk ( la n); atunci pentru orice pereche de puncte x, x' din M avem ,Vln), care demonstrează propoziţia Corolarul Dacă un filtru Cauchy într-un spațiu uniform X induce un filtru în mulțimea ACX, atunci acesta din urmă este un filtru Cauchy în subspațiul uniform A Corolarul Pentru ca baza filtrului în produsul spațiilor uniforme JȚ X să fie baza filtrului Cauchy, nu-i e este necesar și suficient ca pr, ( ) să fie baza filtrului Cauchy în X, pentru fiecare i € !• Filtre Cauchy minime Elementele minime (prin includere) ale mulțimii tuturor filtrelor Cauchy din spațiul uniform X sunt numite filtre Cauchy minime din X Propozitia Fie X un spatiu uniform Pentru fiecare filtru Cauchy din X există și, în plus, un filtru Cauchy unic, minim £y , dominat de filtrul gol stă la baza filtrului $ și (c) este sistemul fundamental de medii pentru X\ apoi mulțimile V( M) (M £ , V £'(c)) baza de filtrare a formularului £y Fie M și M' orice mulțimi din și V și V din (c); atunci în (resp în n, atunci | u " | -' , t ѳ |a "(n + i)/ - bhn | u , ceea ce este absurd ) Fie X o mulțime infinită; considerați în X structura uniformă a partițiilor finite (§ , § , Observația ); fiecare ultrafiltru în X este un filtru Cauchy pentru această structură uniformă Într-adevăr, fie (A,) o partiție finită a mulțimii X și fie V mediul corespunzător; apoi unul dintre cei mulţi al funcțiilor A, - aparține lui $ (Capitolul I, § , corolarul Propoziției ), și este de ordin mic V Dar, pe de altă parte, X este un spațiu discret infinit și, prin urmare, nu este compact ; prin urmare, există ultrafiltre neconvergente în X Definiția Un spațiu complet este un spațiu uniform în care fiecare filtru Cauchy converge Astfel, fiecare șir Cauchy (n° ) converge în spațiul complet Exemplu Într-un spațiu uniform discret X, fiecare filtru Cauchy, fiind un ultrafiltru banal (Cap I, Sec , Sec ), converge și, în consecință, X este complet Definițiile și și Propoziția implică imediat următoarea propoziție, cunoscută sub numele de criteriul Cauchy: Propoziţia Fie un filtru dintr-o mulţime X uf o mapare a lui X într-un spaţiu uniform complet X'; pentru ca f să aibă o limită în ea este necesar și suficient ca imaginea filtrului % la f să fie o bază a filtrului Cauchy SPAȚII COMPLETE Așa se explică interesul pe care îl reprezintă spațiile complete în toate întrebările în care este implicat conceptul de limită: dacă o funcție ia valori într-un spațiu complet, atunci este posibil să se dovedească existența unei limite fără a cunoaște în prealabil valoarea a acestei limite, ceea ce ar fi imposibil dacă, ca criteriu de convergență, am avea la dispoziție doar definiția unei limite O structură uniformă care majorează structura uniformă a unui spațiu complet nu este neapărat o structură uniformă a unui spațiu complet (exercițiul ); cu toate acestea, următoarea propoziție este adevărată: Propozitia Fie si /r structuri uniforme in multimea X, iar u c, &X este separabil Propoziţia Fie X un spaţiu uniform şi A o mulţime densă peste tot în X astfel încât fiecare bază a filtrului Cauchy din A să convergă în X; atunci X este complet Este suficient să demonstrăm că fiecare filtru Cauchy minim $ din X converge Deoarece este peste tot dens și fiecare mulțime din $ are un interior nevid (corolarul al Propoziției ), urma unui filtru pe este un filtru Cauchy pe și, prin urmare, converge către un punct x £ X; și întrucât este dominat de filtrul în X generat de baza filtrului $A, concluzionăm că u converge către x (Corolarul al Propoziției ) Produse și limite proiective spatii pline Propoziţia Fiecare produs al spaţiilor uniforme complete este complet În schimb, dacă produsul spațiilor uniforme nevide este complet, atunci toate spațiile factoriale sunt de asemenea complete Prima afirmație rezultă din caracterizarea filtrelor Cauchy și a filtrelor convergente în produsul spațiilor (Trace S SPAȚII COMPLETE actiunea din teza si cap I, § , corolarul al Propoziției ) În schimb, să presupunem X = (unde toate Xt nu sunt goale) €/ complet, și să fie un filtru Cauchy în Xx; pentru fiecare pe care îl luăm unele filtru Cauchy în X și luați în considerare filtrul ?V = TT ?V l€Z în X (Capitolul I, § , nr ); $ este un filtru Cauchy (Corolarul al Propoziției ) și, prin urmare, converge; în consecinţă, acelaşi lucru este valabil şi pentru Prx$ - $x (Capitolul § , Corolarul al Propoziţiei ) Consecinţă Fie (Xa, /a?) un sistem proiectiv de spații uniforme Dacă toate XL sunt separabile și complete, atunci același lucru este valabil și pentru X = lm XL h- Într-adevăr, după cum știm, X este separabil și identificabil cu un subspațiu închis al produsului JJ HL (Capitolul I, § , a corolarul al tezei ); prin urmare, corolarul rezultă din Propozițiile și Limita proiectivă a spațiilor uniforme separabile complete Xa poate fi goală chiar și atunci când toate Xa sunt nevide și /a? surjectiv; acest lucru este deja adevărat în cazul spațiilor discrete (Multiple Theor , Ch III, § , exercițiul ) Cu toate acestea, următoarea teoremă este adevărată: Teorema (Mittag-Leffler) Fie (Xa, /a ) un sistem proiectiv de spații uniforme separabile complete cu un set de indici preordonați de filtrare I care conține o submulțime cofinală numărabilă , să presupunem, în plus, că Xa are un sistem fundamental numărabil de medii pentru orice a £ I* ) În cele din urmă, să presupunem că pentru fiecare a £ I există o p^a care satisface următoarea condiție: (MLa?) Mulțimea /aȚ (X ) este densă în f^(Xș) pentru fiecare y^p Dacă atunci X = lim XL și fa este harta canonică X -> Xa, • atunci pentru fiecare α £ I şi fiecare P^ a satisface condiţia *) "Această condiție înseamnă că un spațiu uniform separabil este Xa metrizabil; vezi cap IX, ed a II-a, § , teorema STRUCTURI UNIFORME cap și, § (MLa?), /" (X) este dens în (și, prin urmare, X nu este gol dacă, toate CL-urile sunt negoale) Fie (Ân) o succesiune de indici cofinali cu / Începând cu ceva a £/, definim prin inducție o secvență crescătoare (an) astfel încât an și condițiile (MLanCth+ ) să fie îndeplinite; evident, secvența (an) este cofinală cu I În loc de fanfln, unde m > n, scriem fmn și setăm Atunci fmn (Yn) este dens în Ym pentru orice m n: într-adevăr, prin definiție, n+ (XOn+ ) este dens în /u, u+ (Xam+ ) = Ym și rămâne de observat că / Ui + (Xan+ ) = fmn (fn, n+ (Xan+ )) = fn (Yn) Prin inducție pe n și k, se poate defini pentru fiecare n un astfel de sistem fundamental (Y*n)*ek de medii simetrice închise în spațiul Hay care V/r + i,n există zgX astfel încât (x , fa (^) în virtutea ( ) va rezulta de aici că pentru toate m n (fmnfan), fm, n + lC^n + l)) ^Yk+n, m' ( ) Aceasta arată că pentru un m fix șirul (fmn(xn))n > m este o secvență Cauchy în X^ și astfel converge către un punct zm: într-adevăr, din ( ) prin inducție s SPAȚII COMPLETE rezultă că (/mp (Xp)' /m, p+q (xp + q)) € ^k +p+ql, m° k+p+q- m°'"° k+p> m ( ) pentru orice pereche de numere întregi p^m, g> , iar din ( ) este clar că partea dreaptă a relației ( ) este conținută în Vk+p lt m ; luând aici, în special, ?n = p = și lăsând q să tinde spre infinit, obținem că (n , z ) £ Vk lt , deoarece Vk lt este închisă, rezultă că Și -> (Yu fm, m+i ( m+i) = zm pentru fiecare m Dar pentru fiecare y £ I există cel puțin un număr întreg n astfel încât a y; stabilim zv = /y "n(z"); este ușor de observat că z nu depinde de valoarea lui n pentru care a y și că familia z = (za)ae/ astfel definită este un punct în X = lim Xa; aceasta completează demonstrația, deoarece /a" ( ) = Zo Corolar Fie (Xn, /a?) un sistem de mulțimi proiective cu un set de filtrare de indici I care are o submulțime cofinală numărabilă și fie toate fa surjective; atunci maparea canonică fa: X->-XX, unde X = lim Xa, este surjectivă " - - pentru fiecare o £ / Într-adevăr, este suficient să înzestrăm fiecare Xa cu o structură uniformă discretă Corolarul Fie I o mulțime de filtrare pre-ordonată cu o submulțime cofinală numărabilă și (Xa, fap) sisteme de mulțimi proiective în raport cu I, iar pentru fiecare £ I se dă o hartă u*: Xn -+Xa , și uA formează un sistem proiectiv mapări; punem u = limua Fie x' = (xa) un element al lui X' = mXa, satisface- - - - - care îndeplinește următoarea condiție: pentru fiecare a £ Z există astfel - " P^a astfel încât fay (Uy ( = fap (up (Xp))) pentru tot y P; atunci există vuet x e X = \іm Xl, pentru care u(x) = x' - Este suficient să aplicam teorema unui sistem proiectiv de mulțimi u(a^) dotat cu o structură uniformă discretă (vezi Capitolul I, Anexa, Propoziția ) STRUCTURI UNIFORME Cap II, § °Exemplu Să fie date în C următoarele: ° o succesiune (an) de puncte distincte în perechi, module | un | care formează o succesiune crescătoare tinde spre + oo; ° pentru fiecare η o funcție rațională z(z) definită pe C - {al} și având un pol în punctul an; ° succesiune crescătoare (Bn) de bile deschise centrate în punctul a căror unire este C și ale căror limite nu conțin niciunul dintre punctele ak Fie Bn să notăm pentru fiecare n intersecția lui Bn cu complementul din C a mulțimii tuturor a/r; fie Xn multimea aplicatiilor z n -> S (z) = P (z) - Y (z) a multimii Bn in C, unde ak C Bn P sunt restricții asupra Bn ale tuturor funcțiilor posibile care sunt continue pe Bn și holomorfe pe Bn Definim o distanta in Xn prin formula dn(Sn S ) = n= sup |Sj(z)* - S (z) Este usor de observat ca Xn este complet pentru aceasta distanta În cele din urmă, să desemnăm fnm harta Xm în Xn pentru fiecare n*£,m, care atribuie maparea S £ Xm la care restricția este evidentă, toate fnm sunt uniform continue și (Xn, jnm) este un sistem proiectiv de uniformă spatii Este clar că atunci fiecare element al limitei proiective λ = lіmXn poate fi identificat canonic cu meromorful •p - funcția F pe C, pentru care singurii poli sunt punctele an, iar diferența F(z) - Rn(z) pentru fiecare n este holomorfă în punctul an Teorema clasică Mittag-Leffler afirmă că X nu este gol; pentru a o demonstra, este suficient, în virtutea teoremei , să verificăm condiția (MLnn + ) pentru toate Fie Sn+ = Pn + l + V un element a^n spaţiul Xn+ , astfel încât funcţia Pn + i este continuă pe Bn+ şi holomorfă pe Bn+ ; Fie Qmn pentru fiecare m > n restricția sumei Rfi la Bn, acesta din urmă fiind holomorf într-o vecinătate C W - Bn+, a bilei Bn și, prin urmare (datorită expansiunii sale într-o serie Taylor), pentru fiecare e > există un polinom Pmn astfel încât | Pn+i (z) - Qmn (z) - - Pmn (z)| X ; în același mod, maparea g inversă față de / se extinde la o mapare uniform continuă g: Xj -> X Atunci gof este o mapare continuă a lui Xt în sine, care coincide pe Yt cu maparea identității; deci, în virtutea principiului STRUCTURI UNIFORME Cap n, § extensii de identități (Capitolul I, § , corolarul al Propoziției ) g° j este maparea identității asupra ei însăși; în același mod, ceața este maparea identității lui X pe sine Prin urmare (Multiplicatorul teoretic, Rezumatul rezultatelor, § , punctul ), / și g sunt bijecții reciproc inverse; iar apoi, fiind uniform continue, sunt izomorfisme (§ , Propunerea ) Rețineți că extensia de continuitate / a unei mapări bijective uniform continue / a subspațiului Y] la Y nu este neapărat injectivă sau surjectivă (Exercițiul ) Completarea spațiului uniform Teorema Fie X un spațiu uniform Există un spațiu uniform complet separabil X și o mapare uniform continuă i: X -* X cu următoarea proprietate: (P) Pentru orice mapare uniform continuă / a spațiului X într-un spațiu uniform complet separabil Y, există o mapare unică uniform continuă g: X->Y astfel încât f=g°i Dacă (ip este a doua pereche formată dintr-un spațiu uniform complet separabil XL și o hartă uniform continuă ip X -*-Xp cu proprietatea (P), atunci există și, în plus, un izomorfism unic cp: X->- X astfel încât i = foi Prima afirmație a teoremei înseamnă, de asemenea, că perechea (i, X) este o soluție a problemei de mapare universală (Teor Multip , Ch IV, § , § ), în care sunt luate toate spațiile uniforme separabile complete ca S-mulți, pentru o-morfisme sunt toate mapările uniform continue, iar a-mapările sunt toate mapările uniform continue ale spațiului X în spații uniforme complete separabile Unicitatea, până la izomorfism, a perechii (i, X) rezultă așadar din proprietățile generale ale soluțiilor problemelor de mapare universală (ibid ) Rămâne de demonstrat existența perechii (i, X) ) Definiția spațiului X Fie X mulțimea tuturor filtrelor Cauchy minime (n° ) din X Îl dotăm pe X cu o structură uniformă În acest scop, pentru fiecare mediu simetric SPAȚII COMPLETE V a structurii uniforme a spațiului X, notăm cu V mulțimea tuturor perechilor (A, J) de filtre Cauchy minime având o mulțime comună de ordin mic V Să arătăm că mulțimile V formează un sistem fundamental de medii a unei structuri uniforme în X Într-adevăr: ° Deoarece fiecare Λ £ X este un filtru Cauchy, atunci prin definiția (A, Λ) £ Y pentru fiecare mediu simetric V al structurii uniforme a spațiului X, astfel încât (Uj) este satisfăcută ° Dacă V și V' sunt medii simetrice ale structurii uniforme a spațiului X, atunci W=V ПV' este, de asemenea, un mediu simetric și orice mulțime mică de ordinul W este, de asemenea, mică de ordinul V și de ordinul V'; deci WcVftV', care este dovedit de (B^ ° Mulțimile V sunt simetrice prin definiție și deci (Un) este satisfăcută ° Fie V un mediu simetric arbitrar al structurii uniforme a spațiului X și W un mediu simetric nie, pentru care WcV Luați în considerare trei filtre Cauchy minime A, $ și astfel încât (A, J) £ W și (Ș), ) € W; atunci există mulțimi M, N, mici de ordinul W și astfel încât N b P - Deoarece M și N aparțin lui Ș), atunci M ftN nu este gol, iar prin urmare (Propoziţia ) M[]N este de ordin mic WtzV; iar din moment ce lș M UN aparține lui L și apoi WcV Astfel, (U'm) este valabil și Să arătăm în continuare că spațiul uniform X este separabil ' Într-adevăr, să fie A" și să fie filtre Cauchy minime în X astfel încât (A, £ V pentru fiecare mediu simetric V a structurii uniforme a spaţiului X Evident, mulţimile M UN, unde M £ A nN £ formează baza filtrului dominat de filtrele A şi ) Dar este un filtru Cauchy, deoarece prin presupunere, pentru orice mediu simetric V al structurii uniforme a spațiului X, există o mulțime P, mică de ordinul V, aparținând simultan lui X și deci P > separabilitatea lui X este demonstrat STRUCTURI UNIFORME Cap II, § ) Definiția lui i; structura uniformă a spațiului X este o pre-imagine în raport cu i a structurii uniforme a spațiului X După cum știm, filtrul de vecinătăți X(n:) ale fiecărui punct x din X este filtrul Cauchy minim ( Corolarul al Propoziției ); - - punem i(x) = S (x) Fie j = i X i; să arătăm că / (V)aiVaij ((V)) pentru orice mediu simetric V al structurii uniforme a spațiului X, prin care se va dovedi afirmația noastră (§ , § ) Dar dacă (i (x), i (y)) £ Y, atunci există o mulțime M, mică de ordinul V, care este o vecinătate atât a punctului x cât și a punctului y, astfel încât (i, Y) £ V În schimb, dacă (x, y) £ V, atunci în mod evident mulțimea V(a:)U uV(y) este de ordinul mic V și este o vecinătate a lui u și y ) X este complet și i(X) este dens în X Să găsim urma pe i(X) a unei vecinătăți V ( E) a punctului Ei e X; aceasta este mulțimea acelor i(X) pentru care ( E, i(x)) € V Aceasta din urmă înseamnă că există o mică vecinătate a punctului x în X de ordinul V care aparține lui £, sau altfel că x este conținut în câteva seturi V de ordin mic de la E Fie Max uniunea interioarelor tuturor seturilor mici de ordinul V din Ei; M aparține lui : (Corolarul al Propoziției ), iar din cea anterioară rezultă că V P i (X") = i(M); deci concluzionăm că: ° Y( E) P i(X) nu este gol și, prin urmare, i(X) este dens în X; ° urma pe i(X) a mulțimii V( E) aparține bazei filtrului i( E) în X și, în consecință, această bază a filtrului converge în X către punctul E Acum să fie $ filtrul Cauchy în i(X); sub paragraful ) și sugestie , i($) este baza unui filtru Cauchy (r)vX; fie E filtrul Cauchy minim dominat de filtrul (r) (Propozitia ); atunci i( E) este baza filtrului Cauchy în i(X) (pre Propunerea ) și = i (i (££)) majorează filtrul cu baza i(ЗЕ) Deoarece acesta din urmă converge în X, același lucru este valabil și pentru Propoziția atunci arată că X este complet ) Verificarea proprietății (P) Fie / o mapare uniform continuă a spațiului X într-un spațiu uniform complet separabil SPAȚII COMPLETE tara U' Să demonstrăm mai întâi existența și unicitatea unei mapări uniform continue g : i(X)- go(i(x'))) g U decât afirmația noastră dovedit Fie acum g continuarea lui g prin continuitate pe X (Teorema ); atunci se poate scrie și / - got, și este clar că g este singura mapare continuă de la X la Y care satisface ultima relație, deoarece i(X) este dens în X (Capitolul I, § , corolarul al Propoziției ) Teorema este complet demonstrată Definiția Un spațiu uniform separabil complet X, definit în demonstrația teoremei , se numește completare separabilă a spațiului X, iar maparea i: X -+ X se numește maparea canonică a spațiului X în completarea sa separabilă Rețineți și următoarele proprietăți! Propoziția ° Subspațiul i(X) este dens în H ° Graficul relației de echivalență і(х) = і(х') este intersecția tuturor mediilor structurii uniforme a spațiului X ° Structura uniformă a spațiului X este o pre-imagine în raport cu i a structurii uniforme a spațiului X (sau structura uniformă a subspațiului său i(X)) ¥ Mediile pentru і(X) sunt imaginile pentru іхі ale mediilor pentru X; închiderile din XxX ale mediilor pentru i(X) formează un sistem fundamental de medii pentru X Într-adevăr, itemii ° și ° au fost dovediți în demonstrația teoremei ; ° este o consecință a ° și ° în virtutea proprietăților generale stabilite anterior (§ , § , Observație și Propunere ) În sfârşit, relaţia i(x) - i(x') înseamnă, prin definiţie, că STRUCTURI UNIFORME ' Cap n, § filtrele vecinătăților punctelor x și x' sunt aceleași Dar aceasta implică, prin definiție, că (x, x') £ V, oricare ar fi mediul V lui X, iar inversul este evident Consecinţă Dacă X este un spațiu uniform separabil, atunci maparea canonică i: X -+ X este un izomorfism al lui X pe un subspațiu dens peste tot al lui X În cazul în care X este separabil, X se numește completarea spațiului X\, iar X este de obicei identificat prin i cu un subspațiu dens peste tot al lui X Cometariu După cum se poate vedea din demonstrația teoremei , filtrele Cauchy minime din X sub această identificare sunt pur și simplu urme pe X ale filtrelor de vecinătăți ale punctelor din X Corolarul Propoziției caracterizează finalizarea unui spațiu uniform separabil Propoziția Dacă Y este un spațiu complet separabil și X este un subspațiu dens peste tot al lui Y, atunci injecția canonică a lui X -> Y se extinde la un izomorfism al lui X pe Y Într-adevăr, în virtutea teoremei , orice mapare uniform continuă a spațiului X într-un spațiu uniform complet separabil Z poate fi extinsă în mod unic la o mapare uniform continuă Y în Z Propoziția Fie X un spațiu uniform complet separabil, structura sa uniformă și Z un subspațiu dens peste tot Dacă structura uniformă L' în X dominată de structura uniformă induce în Z aceeași structură uniformă ca și , atunci '= Se notează cu X' mulţimea X dotată cu structura uniformă '\ compoziţia mapării canonice X'-rX' şi maparea identică X->-X', care este uniform continuă, pot fi privite ca o mapare uniform continuă (Z) al spațiului X; aceasta implică (o consecință a teoremei ) că X' О unde i: X-+X și i'- X'-+X' sunt mapări canonice, comutative *) Pentru a o demonstra, este suficient să aplicăm Teorema la funcția i'o/: X e X' Consecinţă Fie f: X -* X' și g: X' -> X" să fie hărți uniform continue; dacă h - gof, atunci h - gof Acest lucru decurge imediat din proprietatea de unicitate din Propunerea Spațiu uniform separabil asociat spațiului uniform Propozitia Fie X un spatiu uniform si i maparea canonica a lui X in completarea sa separabila X Y astfel incat f - h^i Într-adevăr (un corolar al Propoziției ), Y este identificat cu un subspațiu al completării sale Y și / poate fi apoi privit ca o mapare uniform continuă a lui X în Y Prin urmare, în virtutea teoremei , poate fi scris ca / = merge i, unde g este ♦) Cu alte cuvinte, "'o/=/□ -Y' Un spațiu separabil asociat cu un spațiu uniform este, de asemenea, caracterizat de următoarea proprietate: SPAȚII COMPLETE Propoziția Fie X un spațiu uniform, i(X) spațiul separabil asociat cu acesta și / o astfel de mapare a spațiului X pe un spațiu uniform separabil X' astfel încât structura uniformă a spațiului X este un pre- imagine în raport cu / a structurii uniforme a spațiului X' Atunci harta g: i (X) ->X' pentru care f = g°i este un izomorfism După cum știm, g este uniform continuu (Propoziția ); evident, este surjectiv, și este și injectiv, întrucât relația / (x) = f (y) implică prin definiție că (x, y) aparține oricărui mediu pentru X și, prin urmare, i (x) = i ( y) ( sugestia ) În cele din urmă, toate mediile pentru X' sunt imaginile sub fxf ale mediilor pentru X (§ , n° , Observație), și deci și imaginile sub gxg ale mediilor pentru r(X) (Propoziția ), iar propoziția este demonstrat Cometariu Fie R o relație de echivalență i(x) = i(x') în X; după cum am văzut (Propoziția ), graficul său C este intersecția tuturor mediilor pentru X Este clar că fiecare mulțime deschisă (și, prin urmare, fiecare mulțime închisă) din X este saturată în raport cu /?; ținând cont de definiția imaginii inverse a topologiei, concluzionăm că bijecția canonică a spațiului coeficientului topologic X/R pe t(X) generată de maparea i este un homeomorfism; astfel, spațiul separabil asociat cu X este identificat, ca spațiu topologic, cu X/R Maparea canonică I: X-ti (X) este deschisă și închisă și chiar perfectă (Capitolul I, § , n° , exemplu) Fie X' al doilea spațiu uniform, C intersecția mediilor structurii sale uniforme și R' relația de echivalență cu graficul C' Fie /: X-"X' o mapare continuă; întrucât imaginea inversă față de / a oricărei vecinătăți a punctului / (x) este o vecinătate a punctului x, preimaginea față de / a mulțimii C (f (x)) conține C (x); în consecinţă / este de acord cu R şi R' şi dă, sub factorizare, o hartă continuă X/R - t X'/R' (Capitolul I, § , corolarul Propoziţiei ); aceasta generalizează corolarul propoziţiei Completarea subspațiilor și a produselor spațiilor Propozitia Fie X o multime, (Yy)x € L o familie de spatii uniforme si pentru fiecare ft o mapare X la Yx; înzestrează X cu cea mai slabă structură uniformă , pt STRUCTURI UNIFORME GL K, § unde toate ^ sunt uniform continue Atunci structura uniformă a unei completări separabile X a spațiului X este cea mai slabă structură f pentru care toate hărțile Δ: X -> YX (X e Z) sunt uniform continue (Propoziția ) Mai mult, X este identic cu închiderea în Z Yx a imaginii spațiului X sub maparea xi -* • (g\(x)), unde gx = ]\° fy , ah este maparea canonică YyeYy Fie X' (resp Y() spațiul uniform separabil asociat cu X (respectiv Yx), și fie Δ: X' -► Yx o mapare uniform continuă pentru care diagrama xXx și 'x este comutativă Te iubesc; A x unde i este maparea canonică Tranzitivitatea structurilor uniforme inițiale (§ , Propunerea ) arată, pe de o parte, că este cea mai slabă structură uniformă sub care toate mapările X -> Yt sunt uniform continue și, pe de altă parte, cea a structura ' din mulţimea X' pentru care toate Δ sunt uniform continue Pentru fiecare m(a^, x ) aparţine tuturor mediilor cu structura uniformă şi, în consecinţă, i(Xi) = i(n: ) Propunerea arată astfel că ' este structura uniformă a spațiului separabil X' asociat cu X În plus, X' este identificat prin bijecția x' i -* (A(x')) cu un subspațiu uniform al spațiului uniform Φ Yf (§ , Propunerea ) Deoarece toate Yx sunt separabile, fiecare x; Yx este identificat cu un subspațiu dens peste tot al completării sale Yx și, prin urmare, Π Yx este identificat cu un subspațiu dens peste tot X prin produsul ІКх (Capitolul I, § , propoziția ) Dar Ts Uh X separabil și complet (Propunerea ); deci inchiderea lui X' sub EXERCIȚII spaţiul X' din CU\ este un subspaţiu complet separabil (Propoziţia ), ne identificăm astfel cu aspectul separabil X al spaţiului X; mapările Δ sunt apoi identificate cu proiecțiile pe Yx, iar propoziția este demonstrată Corolarul Fie X un spațiu uniform și i o mapare canonică a lui X în completarea sa separabilă X Dacă A este un subspațiu al lui X și jl A -+X este o injecție canonică, atunci j: A -> X este un izomorfismul lui A pe închiderea lui i (A) în X Corolarul Golul este o familie de pro- rătăcirile Completarea separabilă a spațiului este canonic Kej este izomorfă cu produsul Zu\ Heh L Exerciții ° ) Notăm cu Z structura uniformă aditivă pe linia reală R și cu imaginea ei inversă față de maparea x t -* x a dreptei R pe ea însăși Arătați că ' este mai puternic decât , dar că filtrele Koshn pentru aceste două structuri uniforme sunt aceleași ) a) Fie X o mulțime infinită și S un ultrafiltru netrivial în X Să se arate că în completarea lui X dotat cu structura uniformă ( ) (§ , exercițiul ), complementul la X constă dintr-un singur punct și că spațiul topologic X este identic cu spațiul asociat ultrafiltrului (Ch I, § , § , exemplu) °b) Obțineți de la a) un exemplu de structură uniformă în R care ar majora o structură uniformă aditivă și în care R nu ar fi complet " ) a) Fie o structură uniformă aditivă pe dreapta reală R, fie o structură uniformă indusă în R de structura uniformă a liniei extinse R, iar r o structură uniformă indusă în R de structura uniformă a compactării sale Alexandrov R = Pj(R ) este mai puternic decât , este mai puternic decât r, dar topologiile generate de aceste trei structuri uniforme coincid; completările liniei R în raport cu aceste trei structuri uniforme sunt, respectiv, R, R și R Maparea identității R pe sine se extinde prin continuitate la o mapare injectivă, dar nu surjectivă R->R, și la o mapare surjectivă, dar nu injectiv, mapând R -♦ R STRUCTURI UNIFORME Cap Sec b) Obţineţi din a) un exemplu de spaţii uniforme separabile X, Y şi o mapare bijectivă uniform continuă u: X -* Y, a cărei continuare prin continuitate u: X -* Y nu este nici injectivă, nici surjectivă * ) Fie, în notația exercițiului din § , toate spațiile uniforme X, să fie complete Arătați că în structura uniformă definită în exercițiul de mai sus, spațiul X este complet [Argumentând prin contradicție, folosiți Corolarul al Propoziției ] ) Fie X un spațiu uniform separabil care este intersecția unei familii numărabile de submulțimi deschise a completării sale X Arătați că pentru orice spațiu uniform separabil Y având ca subspațiu uniform X, X este intersecția unei mulțimi închise din Y cu o familie numărabilă de seturi deschise ) Fie X un spațiu uniform, i: X -> X maparea canonică a lui X în completarea sa separabilă, Xo suma mulțimilor X și X-XX) și /: Xo -> X maparea care coincide cu i pe Xi cu maparea identității pe X - i(X) Arătați că Xo, dotat cu o preimagine în raport cu / a structurii uniforme a spațiului X, este complet Mai mult decât atât, pentru orice spațiu uniform complet Y, având ca subspațiu uniform X, maparea identității X -> X poate fi extinsă într-un mod unic la o mapare continuă Xo -> Y * ) Fie X un spațiu uniform separabil, structura sa uniformă, /o structura uniformă indusă în (X) de structura uniformă L (§ , Exercițiul ) și structura uniformă indusă în S( (X)) cu o structură uniformă e Arătați că harta canonică r t -" {{a:}} a spațiului X în S(S(X)) se extinde la un izomorfism al spațiului X pe un subspațiu uniform închis al spațiului S(X(X)) ( dotat cu structura uniforma Z ) [Folosiți propoziția J § Legături între spații uniforme și compacte Omogenitatea spațiilor compacte Definiție Vom spune că o structură uniformă într-un spațiu topologic X este consecventă cu topologia ei dacă aceasta din urmă coincide cu topologia generată de structura uniformă luată în considerare RELAȚII DINTRE SPAȚIILE UNIFORME ȘI COMPACTE Vom spune că un spațiu topologic este uniformizabil și că topologia lui este uniformă dacă există o structură uniformă compatibilă cu topologia sa Există spații topologice neuniformizabile, precum (după Corolarul al Propoziției din § ), spații care nu satisfac axioma (Osh); astfel, se pune problema găsirii condițiilor în care spațiul topologic X este uniformizabil Un răspuns complet la această întrebare va fi dat numai în § al capitolului IX În această secțiune, totuși, vom studia doar acel caz special important când X este compact Următoarea teoremă este adevărată: Teorema Într-un spațiu compact X există și, în plus, o structură unică, uniformă, compatibilă cu topologia sa', mulțimea tuturor mediilor acestei structuri uniforme coincide cu mulțimea tuturor vecinătăților diagonalei D din XxX', de altfel , X dotat cu această structură uniformă este spațiu uniform complet Ultima parte a teoremei este evidentă: într-adevăr, fiecare filtru Cauchy din X are un punct de contact (axioma (C)) și, prin urmare, converge (§ , Corolarul al Propoziției ) Să arătăm, în al doilea rând, că, dacă există o structură uniformă compatibilă cu topologia din X, atunci mulțimea U a tuturor mediilor acestei structuri uniforme coincide cu mulțimea tuturor vecinătăților diagonalei D Știm deja că fiecare mediu este o vecinătate a diagonalei D (§ , propoziţia ); este suficient să stabilim că, invers, fiecare vecinătate a diagonalei D aparține lui U Dar dacă ar exista o vecinătate U a diagonalei D care nu aparține lui U, atunci mulțimile PSC , unde V trece prin U, ar forma baza unor filtru (r) în spațiul compact XxX; prin urmare (r) ar avea un punct de contact (a, b) care nu aparține lui D și, deoarece U ar fi apoi majorat de filtrul (r), atunci (a, b) ar fi și un punct de contact pentru U Dar structura uniformă că U determină, prin separabil prin presupunere, astfel încât intersecția închiderilor de mulțimi din U să fie A (§ , Corolarul al Propoziției și Propoziției ); astfel am ajuns la o contradicție STRUCTURI UNIFORME Cap n, § Rămâne să arătăm că mulțimea } a tuturor vecinătăților diagonalei A din X x X este într-adevăr mulțimea tuturor mediilor de structură uniformă în concordanță cu topologia din X Pentru a face acest lucru, este suficient să verificăm că } este ansamblu de toate mediile unei structuri uniforme separabile în X, pentru că atunci topologia generată de această structură va fi o topologie separabilă dominată de topologia spațiului X (Capitolul I, § , Propoziția ) și, prin urmare, coincide în mod necesar cu acesta din urmă (Capitolul I, § , Corolarul al Teoremei ) Este clar că satisface axiomele (F;) și (Fn); să arătăm că axiomele (UH) și (U,n) sunt de asemenea îndeplinite și că A este intersecția tuturor mulțimilor din Aceasta din urmă este evidentă, deoarece orice mulțime din XxX constând dintr-un punct (x, y) este închisă datorită separabilității lui X, astfel încât dacă χ este y, atunci complementul punctului (x, y) din XXX este o vecinătate a diagonalei A Deoarece simetria (x, y)>->(y, x) este un homeomorfism al lui XxX asupra lui însuși, atunci pentru fiecare Y € avem și - V £ decât dovedit (UH) Să presupunem, în cele din urmă, că nu este satisfăcător satisface axioma (UH ); atunci există V C astfel încât TR D) SU pentru orice TR £ nu este gol; astfel multimile W Γ) CY (unde W variaza peste ) formeaza o baza a filtrului bXxX si, in consecinta, acesta din urma are un punct de contact (x, y) care nu apartine lui A Dar, deoarece X este regulat (Cap I, § , corolarul Propoziției ), există o vecinătate deschisă Ur a punctului x și o vecinătate deschisă U a punctului y care nu au puncte comune și apoi vecinătăți închise V cC și V cU ale acestor puncte Punem U = C(YX U Y ) si consideram in XXX vecinatatea W - U (U; x C ,) i = , , a diagonalei A Rezulta direct din aceste definitii ca daca (u, v ) £ W și u^V^ (resp ug Ur), atunci este necesar UY (resp v £ UxU U = CV ); prin urmare, vecinătatea VgxV a punctului (x, y) în XxX nu se intersectează cu TR și am ajuns la o contradicție Observație Pentru orice capac deschis finit ■ p i^i^n din spațiul X, mulțimea Uj = U (UjXUi) este T- vecinătatea diagonalei A în XxX-, aceste mulțimi formează o funda- RELAȚII ÎNTRE SPAȚII UNIFORME ȘI COMPACTE sistemul mental de vecinătăți ale diagonalei A (și astfel sistemul fundamental de medii al singurei structuri uniforme din X); într-adevăr, fie W o vecinătate arbitrară a diagonalei A în X x X; fiecare punct x £ X are o vecinătate deschisă Ux în X astfel încât UxxU xcz W Deoarece Ux (x £ X) formează o acoperire deschisă a lui X, există un număr finit de puncte xt ( n) astfel încât Ux, ( ) și n) formează o acoperire a spațiului X; apoi V(r) a W, iar afirmația este dovedită Pe această bază, se spune adesea că singura structură uniformă din X este structura uniformă a copertelor deschise finite (vezi Cap IX, ed a -a, § , exercițiul ) Corolarul Fiecare subspațiu al unui spațiu compact este uniformizabil Corolarul Fiecare spațiu local compact este uniformizabil Este suficient să observăm că, în virtutea teoremei lui Aleksandrov (Capitolul I, § , Teorema ), un spațiu local compact este homeomorf unui subspațiu al unui spațiu compact Observația Rețineți că pot exista multe structuri uniforme diferite în concordanță cu topologia unui spațiu local compact De exemplu, am văzut că într-un spațiu discret infinit există mai multe structuri uniforme diferite în concordanță cu topologia discretă (§ , § , remarcă) Totuși, nu trebuie să credem că unicitatea unei structuri uniforme în concordanță cu topologia unui spațiu uniformizabil este o proprietate caracteristică spațiilor compacte; există spații local compacte, dar nu compacte, care au și această proprietate (Exercițiul ) Teorema Orice mapare continuă f a unui spațiu compact X într-un spațiu uniform X' este uniform continuă Într-adevăr, harta g - fXf este continuă pe XxX (Ch I, - § , corolarul al Propoziției ), și deci imaginea inversă g (V) a oricărui mediu deschis V pentru X' (conținând evident o diagonală) STRUCTURI UNIFORME Cap P, § este un set deschis în XxX; astfel Teorema rezultă din Teorema , întrucât mediile deschise ale structurii uniforme a spațiului X' formează sistemul fundamental al mediilor sale (§ , corolarul al Propoziției ) În condițiile teoremei , restricția lui / la orice subspațiu A al spațiului X este uniform continuă; prin urmare (§ , teorema ): Consecinţă Fie A un subspațiu dens peste tot al unui spațiu compact X uf este o mapare a lui A într-un spațiu uniform complet separabil X'\ pentru ca f să se extindă prin continuitate la întregul X, este necesar și suficient ca f să fie uniform continuu , Compactitatea spațiilor uniforme Definiția Se spune că un spațiu uniform X este precompact dacă completarea sa separabilă X este compactă O mulțime A într-un spațiu uniform X se numește precompact dacă un subspațiu uniform A al lui X este precompac Astfel, pentru ca o mulțime A să fie pre-compactă într-un spațiu uniform X, este necesar și suficient ca închiderea în X a mulțimii i(A), unde i: X -+ X este maparea canonică, să fie compactă ( § , Corolarul al Propoziției ) Exemplu În orice spațiu uniform X, mulțimea tuturor punctelor unei secvențe Cauchy (xn) este precompactă Într-adevăr, deoarece imaginile punctelor xn din X formează din nou o secvență Cauchy, ne putem limita la cazul în care X este separabil Închiderea în X a mulțimii de puncte xn constă atunci din toate xn și lim xn și, prin urmare, este compactă (Capitolul I, § , nr , exemplu ) H - ► Teorema Pentru ca un spațiu uniform X să fie precompact, este necesar și suficient ca pentru fiecare mediu V al structurii uniforme a spațiului X să existe o acoperire finită a acestui spațiu de mulțimi mici de ordinul K a RELAȚII DINTRE SPAȚIILE UNIFORME ȘI COMPACTE Această condiție poate fi exprimată mai clar spunând că există acoperiri finite ale spațiului X prin mulțimi arbitrar mici Fie i maparea canonică a lui X în X; mediile pentru X sunt pre-imagini sub medii ixi pentru X (§ , propoziţia ) Pentru a demonstra necesitatea condițiilor teoremei, considerăm un mediu arbitrar U pentru X și un astfel de simetric un mediu V pentru X astfel încât U' Y mapări canonice zheniya; atunci (/ (A)) = / (i (A)) (§ , Propunerea ), și deci /(/(A)) este relativ compact în Y (Capitolul I, § , corolarul Γ al teorema ) Propozitia Fie X o multime, (Y\)xeL o familie de spatii uniforme si pentru fiecare o mapare a lui X in Yx; înzestrează-l pe X cu cea mai slabă dintre structurile uniforme sub care toate sunt uniform continue Pentru ca o mulțime A în X să fie precompactă, este necesar și suficient ca /k(A) să fie o mulțime precompactă în Yk pentru fiecare H QL Prin Propunerea , condiția este necesară; iar ținând cont de caracterizarea completării separabile a spațiului X dată în Propoziția din § , condiția este suficientă pe baza teoremei lui Tihonov (Capitolul I, § , corolarul Teoremei ) RELAȚII DINTRE SPAȚII UNIFORME ȘI COMPACTE t) Seturi compacte într-un spațiu uniform Următoarea propoziție specifică, în orice spațiu uniform, Propunerea din § Cap Eu despre spații compacte Propoziția Fie o mulțime compactă A și o mulțime închisă B să fie date într-un spațiu uniform X astfel încât A()B = Atunci există un mediu V pentru X astfel încât (A)PG(B) = Într-adevăr, altfel niciuna dintre mulțimile A Γ) V(B), unde V trece prin toate mediile simetrice pentru X, nu ar fi goală; aceste seturi ar forma apoi o bază de filtru în A având un punct de contact x e A Astfel, pentru orice mediu simetric V de structură uniformă, spatiul X, multimea (x ) s-ar intersecta cu B, de unde, in virtutea inchiderii lui B, ar rezulta ca x e B, in contradictie cu presupunerea Consecinţă Fie A o mulțime compactă într-un spațiu uniform X; seturile (A), unde V trece prin mulțimea tuturor mediilor pentru X, formează un sistem fundamental de vecinătăți al mulțimii A Într-adevăr, fie U o vecinătate deschisă arbitrară a mulțimii A; atunci B=CU este închis și nu se intersectează cu A; prin Propunerea , există un mediu V astfel încât V(A) și V(V) = ; atunci, cu atat mai mult, F(A)cC , si se demonstreaza afirmatia corolarului Seturi conectate într-un spațiu compact Definiția Fie V un mediu simetric pentru un spațiu uniform', o succesiune finită {Xj) ^i^:n de puncte din X se numește V-lanț dacă punctele xt și xi+ sunt apropiate de ordine de V pentru orice i ( i i i); punctele x și xn sunt numite capete ale căii V și se spune că sunt conectate prin această cale V STRUCTURI UNIFORME Cap II, § Fie dat un mediu simetric arbitrar V; este ușor de verificat că relația "există o legătură cu căi care leagă x și y" este o relație de echivalență între x și y în X; fie AX:V clasa de echivalență a unui punct x în raport cu această relație, adică mulțimea tuturor punctelor y e X care pot fi conectate la x printr-o cale de Este clar că dacă y ^Ax v, atunci V(y)cAXi y, astfel încât mulțimea AXi y este deschisă; dar complementul său, fiind o unire a claselor de echivalență, este și el deschis Astfel, avem: Propoziția Într-un spațiu uniform X, mulțimea AX' a acelor puncte care pot fi conectate la un punct dat x printr-un lanț în V este deschis-închis Să notăm cu Ax pentru fiecare x $ X intersecția mulțimilor Ax i y, unde străbate mulțimea tuturor mediilor simetrice ale structurii uniforme a spațiului X; aceasta este clasa de echivalență a punctului x prin relația de echivalență "pentru orice mediu simetric există un -căi care leagă x și y" Propoziția Într-un spațiu compact X, componenta conexă a punctului x, mulțimea Ax și intersecția tuturor vecinătăților deschis-închis ale punctului x coincid Este suficient să arătăm că Ax este conectat; de fapt, în orice spațiu uniform X componenta conexă a punctului x este conținută în intersecția tuturor vecinătăților deschis-închis ale acestui punct, iar aceasta din urmă, la rândul său, este conținută în Ax de Propoziția Să presupunem că Ax nu este conectat; deoarece Ax este închis, există mulțimi închise nevide B și C fără puncte comune, astfel încât BcC=Ax Prin Propunerea , atunci există un mediu U pentru X astfel încât U(B)ft U(C) = ; fie W un deschis un mediu pentru care W c U și H este o mulțime închisă complementară cu W(B) UW(C) în X Să presupunem, de exemplu, că x e B și să considerăm punctul y $C; este uşor de verificat prin inducţie pe i că pentru orice mediu simetric VcW orice conțin cel puțin un punct din H Dar prin presupunere, punctele x și y pot fi conectate printr-o cale de , oricare ar fi mediul simetric Pe de altă parte, dacă V C V, atunci evident RELAȚII DINTRE SPAȚII UNIFORME ȘI COMPACTE Ah u-ah Ah, u; prin urmare, mulțimile H l AXt v, unde V trece prin toate mediile simetrice pentru X, formează o bază de filtrare în spațiul compact H, compus din mulțimi închise Prin urmare, există un punct care aparține tuturor acestor mulțimi, cu alte cuvinte, un punct comun al mulțimilor H și, deoarece aceasta contrazice definiția mulțimii H, propoziția este dovedită Consecinţă Fie X un spațiu local compact și K componenta sa conexă compactă Apoi, vecinătățile deschis-închise ale mulțimii K formează un sistem fundamental al vecinătăților sale Într-adevăr, fie V o vecinătate deschisă relativ compactă a unei mulțimi K în X (Capitolul I, § , Propoziția ) și F granița acesteia Fie U cu V o mulțime deschis-închis față de V; atunci U este închis în X, iar dacă, în plus, U nu intersectează F, atunci U este deschis în X, deoarece atunci U cF și U sunt deschise față de V Astfel, totul se rezumă la a demonstra că există o clopen set în V față de V , care conține K și nu se intersectează cu F Să presupunem contrariul; atunci intersecțiile cu F ale mulțimilor deschis-închis față de V și care conțin K formează o bază de filtrare în F, constând din mulțimi închise; întrucât F este compact, aceste mulţimi trebuie să aibă un punct comun y e F; dar acest lucru este imposibil, deoarece V este un spațiu compact, K este componenta sa conexă, iar prin Propoziția intersecția tuturor mulțimilor clopene din V care conține K coincide cu K Astfel, se demonstrează corolarul Propoziția Fie X un spațiu compact și R o relație de echivalență în X ale cărei clase sunt componentele conexe ale spațiului X Atunci spațiul coeficient X/R este compact și complet deconectat Știm deja (cap I, § , propoziția ) că X/R este complet deconectat; totul se reduce la dovada separabilității X/R (Capitolul I, § , Propunerea ) Fie A și B două componente conexe diferite ale spațiului X; În virtutea Propoziției , există un mediu U pentru X astfel încât pi un punct din A nu poate fi conectat STRUCTURI UNIFORME Cap II, § dar mulţimea V (resp W) a tuturor punctelor din X legate printr-un [/-lanţ cu un punct x e A (resp y e B) este clopenă în X (Propoziţia ) şi conţine A (resp B)-; astfel, aceste mulțimi sunt vecinătăți deschise disjunctive ale mulțimilor A și respectiv B, saturate față de B și se demonstrează propoziția Exerciții ♦ ) Fie un capac deschis al unui spațiu compact X; arătați că există un mediu V pentru X astfel încât F(z) pentru orice χ e X este conținut într-o mulțime aparținând lui Ei [Rețineți că pentru orice χ e X există un mediu Wx pentru X astfel încât că Wx(z) este conținut într-o mulțime de / și acoperă X cu un număr finit de mulțimi FK^z) ] ) Pentru ca un spațiu cvasi-compact X să fie uniformizabil, este necesar și suficient ca topologia acestuia să fie imaginea inversă a topologiei spațiului compact Y față de maparea surjectivă /: X -* Y ) Fie / o mapare continuă dintr-un spațiu compact X într-un spațiu compact Y și V să fie un mediu deschis pentru X astfel încât /(z) = /(y) implică (z, y) £ V Arătați că există un mediu W pentru Y astfel încât deja (/(z), f(y)) g W implică (z, y) e P ) Fie X un spațiu compact local definit în Exercițiul § Cap I Să se arate că fiecare vecinătate a diagonalei D din XXX conține o mulțime de forma [z, fr[X[z, b[ Deduceți de aici că X are o singură structură uniformă compatibilă cu topologia sa și că completarea lui X față de această structură uniformă este identică cu intervalul X' = [a, ] dotat cu topologia ^-(X') [Rețineți că orice ultrafiltru din X este în mod necesar un filtru Cauchy în orice structură uniformă compatibilă cu topologia spațiului X [ ) Pentru ca un spațiu X uniform să fie precompact, este necesar și suficient ca fiecare ultrafiltru din X să fie un filtru Cauchy [Pentru dovada suficienței, rețineți că dacă X nu este precompact, atunci există un mediu V pentru X astfel încât mulțimile CP(z), unde z trece prin X, generează un filtru în X [ fi) Fie ca orice succesiune de puncte a unui spațiu uniform X să aibă cel puțin un punct limită în ea Arătați că X este precompact [Raționând din contra ] ) O mulțime A într-un spațiu uniform X se numește mărginită dacă oricărui mediu V pentru X i se poate atribui o mulțime finită F și un întreg n> astfel încât A cu V EXERCIȚII a) Unirea a două mulțimi mărginite este mărginită Închiderea unei mulțimi mărginite este mărginită Fiecare set precompact este mărginit b) Dacă /: X -> Y este uniform continuu, atunci imaginea pentru / a oricărei mulțimi mărginite din X este o mulțime mărginită în Y c) Pentru ca o submulțime a produsului spațiilor uniforme nevide să fie mărginită, este necesar și suficient ca fiecare dintre proiecțiile sale să fie mărginită d) Fie Rv pentru orice mediu simetric V al unei uniforme n din structura spațiului X înseamnă unirea tuturor mulțimilor V cu numere întregi n> ; arătați că R y este deschis-închis în XXX și că (în notația §° ) Rv (x) = Ax > y pentru orice χ e X Fie RV=XXX pentru fiecare mediu simetric V (ceea ce, în special, este adevărat când X este conectat); arătaţi că pentru ca mulţimea ACX să fie mărginită este necesar şi suficient ca pentru fiecare mediu simetric În cazul lui V și fiecare x e X, există un întreg n > astfel încât A c V(x ) ) Fie X un spațiu uniform, V un mediu închis pentru X și A o mulțime compactă în X; arătaţi că V( ) este închis în X [Vezi cap I, § , corolarul al teoremei ] ♦ ) Fie X un spațiu compact local dotat cu o structură uniformă compatibilă cu topologia sa și astfel încât să existe un mediu V pentru care F(z) este relativ compact în X pentru orice x e X a) Să se arate că X este complet în această structură uniformă h b) Fie U un mediu simetric pentru X astfel încât U cV; arătați că U( ) este relativ compact în X împreună cu A c) Să se arate că X este paracompact [Folosiți b), Exercițiul și Teorema § Cap [ ] d) Fie W un astfel de mediu simetric închis pentru X, că W cu V; arătați că W(A) este închis în X pentru orice mulțime închisă A de X [Folosiți exercițiul ] ) Fie X un spațiu uniform separabil având un mediu V astfel încât U(x) este precompact pentru orice x e X Să se arate că completarea X a spațiului X este local compact și îndeplinește condițiile exercițiului [Arătați că dacă W este deschis h este un mediu simetric pentru X astfel încât W c H, atunci închiderea sa W în X XX are proprietatea că IK(z) este compactă pentru orice x e X ] ♦ ) Fie X un spațiu uniform separabil, structura sa uniformă și W(X) este mulțimea tuturor submulților închise nevide ale spațiului X dotate cu structura uniformă indusă de structura uniformă STRUCTURI UNIFORME Capitolul n, § a) Să se arate că dacă X este precompact, atunci (X) este precompact [Arătați că, dacă ( /) este o acoperire finită a spațiului X de mulțimi mici de ordinul V (unde V este simetric), atunci mulțimile V (Bk), unde Vk* Bk sunt toate uniuni posibile ale mulțimilor A, formează o acoperire a spațiului S(X) ] b) Pentru ca un punct A(X) să aibă proprietatea că oricare dintre vecinătățile sale din topologia indusă în S(X) de topologia J "CW) conține vecinătatea sa în topologia indusă în S(X) de către topologia JTg (Ch I, § , exercițiul ), este necesar și suficient ca A să fie precompact c) Să se arate că în mulțimea Ω(X) a tuturor submulților compacte ale spațiului X, topologiile induse de topologiile JT(VZ) și se potrivesc [Folosiți b) și exercițiul § ] ♦ ) a) Fie R o algebră booleană formată din submulţimi ale mulţimii d Fiecărei partiții finite este o mapare bijectivă a algebrei booleene R pe mulțimea tuturor submulților deschise-închise ale spațiului d astfel încât C =C , j d= și A Γ\B=A f\B În cazul în care Ro este o algebră booleană arbitrară și R este o algebră booleană izomorfă cu algebra submulților din mulțimea d a tuturor prefiltrelor maxime din Rg (Capitolul I, § , exercițiul ), arătați că maparea canonică d - " d este bijectiv, cu alte cuvinte în cuvinte că x este compact b) Fie X un spațiu topologic separabil ale cărui submulțimi deschise formează baza topologiei sale Luăm pentru R algebra booleană formată din toate mulțimile deschise-închise din X; topologia indusă în X de topologia completării £ a spațiului X față de structura uniformă definită la a) coincide cu topologia originală a spațiului X În plus, elementele maxime ale mulțimii tuturor filtrelor din X cu o bază de seturi deschise și setul tuturor filtrelor din X , care au o bază de mulțimi închise, sunt filtrele Cauchy pentru n Deduceți de aici că există mapări surjective continue X și φ: X'->X ale spațiilor topologice X și X' definite în Exercițiile și din § Cap I "Arătați că dacă X este o dreaptă rațională Q, atunci harta φ nu este bijectivă EXERCIȚII este bijectiv, în timp ce X este extrem de deconectat și se identifică cu spațiul semiregular asociat cu X' (Capitolul I, § , exercițiul ); astfel, spațiile extrem de deconectate pot fi caracterizate ca peste tot subspații dense ale spațiilor compacte extrem de deconectate Obțineți de aici un exemplu de spațiu compact extrem de deconectat fără puncte izolate [cf cap I, § , exercițiul e] În special, dacă luăm un spațiu discret ca X, atunci X este identificat cu spațiul tuturor ultrafiltrelor din X (Capitolul I, § , Exercițiul ) ) Fie X un spațiu local compact, U o mulțime deschisă în X, B unirea unei mulțimi U și a tuturor componentelor conexe relativ compacte ale complementului său CU; arătați că B este deschis și este uniunea dintre U și acele submulțimi din CU care sunt deschise și compacte în C U [Încorporați X în compactificarea lui Alexandrov co servește {co}(JC și utilizați Propoziția ] ) Fie X un spațiu compact și SB o bază de filtrare în X formată din mulțimi închise conectate; arătați că intersecția (nevide) a tuturor mulțimilor din (r) este o mulțime închisă conexă [Raționați prin contradicție, folosind Propoziția din această secțiune și Teorema din § din Capitolul I ] ) Fie X un spațiu compact; atunci spațiul (X) al tuturor submulților sale închise nevide, dotate cu topologia indusă de topologia ^'('X) (Exercițiul ) va fi compact (Capitolul I, § , Exercițiul ) Luați în considerare un ultrafiltru 'P în el și presupuneți că pentru fiecare mediu V al structurii uniforme a spațiului X și fiecare l'g'F există AfgJ astfel încât oricare două puncte din M sunt conectate printr-un lanț V conținut în M Arătați că limita A a filtrului T în S(X) este o submulțime conexă a lui X [Aplicați Propoziția ] * ) Fie X un spațiu compact conexat, A și B mulțimi închise nevide în X fără puncte comune Arătați că există o componentă conexă a mulțimii C(A[J ) care are puncte de contact în A și B [Fie U un astfel de mediu al uniformei structura spațiului X astfel încât U(A)f] U(B) = Mai întâi, arătați că mulțimea ZLy a tuturor componentelor conexe ale mulțimii C (U(A) [J H(H)) având un intersecție goală și cu U(A ) și SC), dar goală; pentru a demonstra că pentru fiecare mediu simetric Wc coexistă zg C/(A), y e U(B) și calea IV care le leagă, toate punctele care diferă de x și y și aparțin lui C (C (A)( JU(B} )\ apoi aplicați Exercițiul Arătați că pentru fiecare mediu VcU fiecare mulțime conține o anumită mulțime Λ Ε οιοι și că mulțimea EDy pentru toate Ε £ Θοι conținute în mulțimea X £ νy, STRUCTURI UNIFORME Cap , § este închis în S(X); trageți concluzia de aici că intersecția mulțimilor de ED-uri y, unde V trece prin toate mediile conținute în U, nu este goală ] ) Fie X un spațiu conex local compact Arătați că pentru orice mulțime compactă nevidă K din X, alta decât X, fiecare componentă conexă a acesteia are o intersecție nevidă cu granița K din X [Folosiți corolarul propoziției ] Deduceți din aceasta că pentru orice non -gol deschis, multimea relativ compacta A in X diferita de X, fiecare dintre componentele sale legate are cel putin un punct de contact in SA ♦ ) a) Să se arate că un spațiu compact conex X nu poate fi uniunea unei mulțimi infinite numărabile de mulțimi închise disjunse în perechi nevide [A argumenta din contra! folosind Exercițiul pentru a arăta că dacă (Fn) este o partiție numărabil infinită a spațiului X, constând din n mulțimi închise, atunci există o mulțime compactă conexă K care nu se intersectează cu Ft, ci se intersectează cu un număr infinit de mulțimi F^ , considerați pentru aceasta o componentă conexă a unora sau puncte din F față de o vecinătate compactă a mulțimii F care nu intersectează Fx Apoi motivează prin inducție ] b) Extindeți rezultatul a) la cazul unui spațiu X conex local compact, făcând una dintre următoarele două ipoteze suplimentare: ) un Fn este compact și conex, ) X este conex local [În primul caz reduceți la a) folosind exercițiul ] °c) Fie X un subspațiu în R care este uniunea subspațiilor An, Bn, Cn, unde An sunt semi-dreptele z> , y= /n, z = ("Si ); Bn - intervale n ); C,mulțimi definite de z= n+l, Y o mapare continuă surjectivă deschisă a) Arătați că f(C)=K pentru fiecare mulțime compactă conexă K din Y și orice componentă conexă compactă C a pro- - imaginea Comitetului Central) [Reduceți la cazul când X=Y și folosiți corolarul Propoziției | "Dați un exemplu de componentă conectată necompactă C - seturi de CC) pentru care CC) / K a b) Să presupunem de asemenea că Y este conex local Arătați că /(H) = U pentru fiecare mulțime deschisă conectată U din Y și orice relativă - dintr-o componentă R conectată cu adevărat compactă (în X) a imaginii sale inverse CV) [Rețineți că într-un spațiu local compact conectat local, orice mulțime conexată deschisă U este uniunea tuturor submulțimii sale compacte conectate care conțin un punct dat j/og U\ apoi se aplică a) ] c) Să presupunem, de asemenea, că X este conectat local Arătați că pentru orice mulțime conectată K din Y, care este deschisă sau compactă cu interior nevid și pentru fiecare mulțime compactă H din X, există doar un număr finit de componente conectate - seturi de CC) conținute în N [Folosiți a) și b) ) ) Fie X un spațiu compact local conectat local, Y un spațiu separabil, /: X -> Y o mapare continuă și x un punct în X astfel încât subspațiul / (Ux)) al lui X este complet deconectat Arătaţi că atunci când U străbate sistemul fundamental de vecinătăţi al punctului f(r) din U componentele conexe " punctele x din mulţimile f(U) formează un sistem fundamental de vecinătăţi ale punctului x [Raționați prin contradicție folosind exercițiul ] SCHITAR ISTORIC LA CAPITOLUL II (Numerele romane se referă la bibliografia de la sfârșitul acestui eseu ) Conceptele și propozițiile de bază referitoare la spațiile uniforme au fost dezvăluite treptat în teoria variabilelor reale și abia recent au devenit obiectul unui studiu sistematic Cauchy, în căutarea unei justificări riguroase a teoriei seriilor (vezi Schițe istorice la cap (și (V),), a luat drept punct de plecare ceea ce i se părea, aparent evident, principiul conform căruia, pentru secvența (an) să fie convergentă, este necesar și suficient ca |an+p - anI să fie arbitrar mic pentru tot n suficient de mare (vezi, de exemplu, (II)) Împreună cu Bolzano (I), el a fost, fără îndoială, unul dintre primii care a formulat în mod explicit acest principiu și i-a înțeles sensul, de unde și denumirea de "siruire Cauchy", dat șirurilor de numere reale care satisfac condiția de mai sus și extins la secvențe de puncte dintr-un spațiu metric (Capitolul IX), care au proprietatea că distanța dintre xn + e și xn este arbitrar mică pentru n suficient de mare; de unde, în sfârșit, denumirea de "filtru Cauchy" dat generalizării secvențelor Cauchy studiate în acest capitol Când în viitor au încetat să se mulțumească cu conceptul intuitiv de număr real și, pentru a fundamenta analiza în mod fiabil, au început să caute o definiție a numerelor reale, plecând de la numerele raționale, principiul lui Cauchy a condus la cea mai fructuoasă dintre definiţiile propuse în a doua jumătate a secolului al XIX-lea; avem în vedere definiția lui Cantor (III) (dezvoltată din ideile lui Cantor, alături de altele, tot de Heine (V) și, fără îndoială, independent, de Mrue), conform căreia fiecare secvență Cauchy ("secvența fundamentală " în terminologia lui Cantor) numerelor raționale i se atribuie un număr real, iar același număr real aparține a două șiruri Cauchy de numere raționale (an) și (bn) dacă și numai dacă \an - bn| tinde spre zero Ideea principală aici este că dintr-un anumit punct de vedere (și anume, de fapt, din punctul de vedere al "structurii uniforme" definită în acest capitol, § , itemul , exemplul ), mulțimea Q a tuturor raționalelor numerele "nu este complet" iar mulțimea numerelor reale este o mulțime "completă" obținută prin "completând" Q SCHITAR ISTORIC PENTRU CAPITOLUL II Pe de altă parte, Heine, în lucrările inspirate în mare măsură de ideile lui Weierstrass și Cantor, a fost primul care a definit continuitatea uniformă pentru funcțiile numerice ale uneia sau mai multor variabile reale (IV) și a demonstrat că orice funcție numerică care este continuă pe un mărginit intervalul închis de la R este uniform continuu (V) ("teorema lui Heine") Prin Teorema din § acest rezultat este legat de compactitatea unui interval mărginit închis în R ("teorema Borel-Lebesgue", cap IV, § , Teorema ; vezi Eseuri istorice la capitolul I și IV), iar demonstrația teoremei sale dată de Heine poate servi și, cu unele modificări, la demonstrarea teoremei Borel-Lebesgue (care li s-a părut unor autori a fi o motiv suficient pentru a-l numi pe acesta din urmă "teorema Heine-Borel"), Extinderea acestor idei la spații mai generale a început după ce au început să studieze, mai întâi în cazuri particulare, apoi într-o formă generală, spațiile metrice (vezi Cap IX), unde este dată distanța (o funcție numerică a extrudărilor, satisfăcând unele axiome), care determină atât topologia, cât și structura uniformă în același timp Fréchet, care a dat primul o definiție generală a acestor spații, a înțeles importanța principiului Cauchy (VI) și a demonstrat și pentru spațiile metrice o teoremă echivalentă cu Teorema § ((VI) și (VII)); Hausdorff, care în monografia sa "Mengenlehre" ((VIII), vezi și (VIII bіz)) a avansat mult teoria spațiilor metrice, a înțeles, în special, că construcția lui Cantor descrisă mai sus este aplicabilă acestor spații și, în acest fel, a obținut din fiecare spațiu metric "incomplet" (adică un spațiu în care principiul Cauchy nu este valabil) un spațiu metric "complet" Spațiile metrice sunt "spații uniforme" de tip special; spațiile uniforme au fost definite în formă generală abia recent de A Weyl (IX) Până atunci, conceptele și rezultatele referitoare la "structuri uniforme" nu puteau fi aplicate decât spațiilor metrice; aceasta explică rolul important pe care spațiile metrice sau megrizabile (în special, spațiile compacte metrizabile) îl joacă în multe lucrări moderne despre topologie în chestiuni în care distanța este de fapt complet inutilă Odată formulată definiția unui spațiu uniform, nu este greu (mai ales dacă se are și conceptul de filtru) să extinzi la aceste spații aproape întreaga teorie a spațiilor metrice în forma în care este prezentată, de exemplu , de Hausdorff (și pentru a extinde exact în același mod, de exemplu, la toate spațiile compacte sunt rezultatele prezentate pentru spațiile metrice compacte în "Topologia" (X) a lui Aleksandrov și Hopf) Aceasta este ceea ce s-a făcut în acest capitol; în special, teorema de completare pentru spații uniforme (§ , Teorema ) nu este altceva decât o translație fără modificări esențiale ale construcției numerelor reale a lui Cantor BIBLIOGRAFIE (I) B o z a n o, Rein Analytischer Beweis der Lehrsatzes, dass zwiscben je zwei Werthen, die ein entgegengesetzes Resultat gewăhren, wenigstens eine reelle Wurzel liegt, Ostwald's Klassiker, n° , , Leipzig [Traducere în limba rusă: Dovada pur analitică a teoremei că între oricare două valori care dau rezultate de semn opus, există cel puțin o rădăcină reală a ecuației Anexa la carte: E Kollman, Bernard Bolzano, Editura URSS LN, ] (II) A -L, Cau ch y, Sur la convergence des sugeres (Exercices D'Analyse, -jb Appee, Paris, , p = Ouvres (II), t VII, Paris (Gauthier - Villars, , p ) (III) G Cantor, Gesammelte Abhandlungen, Berlin (Springer), (IV) E Heine, Ueber trigonometrischp Reihen, J de Crelle, or LXXI ( ), ctp - (V) E H ei ne, Die Elemente der Funktionenlehre, J de Crelle, or LXXIV ( ), p - (VI) M Frlchet, Sur quelques points du calcul fonctionnel, Rend Palermo, or XXII ( ), p - (VII) M Frâchet, Les ensembles abstraitset le calcul fonctionnel, Rend Palermo, or XXX ( ), p - (VIII) F Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig (Veit), (VIII bis) F Hausdorff, Mengenlehre, Berlin (de Gruyter), [Traducere în limba rusă: F Hausdorff, Teoria seturilor, Gostekhizdat, J (IX) A W e i , Sur Ies espaces â structure uniforme et sur la topologie gânârale, Actual științific et Ind , nr , Paris (Hermann), (X) P A exan dr off, H H op f Topologie, I, Berlin (Springer), INDEX DE SIMBOLURI Ch S L ( este un set in pro-topologic spațiu) I lim Chl ((Xa) - proiectiv ■"- sistem topologic spații cal) I lim,, /, lim / (z), lim f (x) I x, x f (a) poziție) I lim xn I n -* a lim/(z) ( -filtru XtA lim f (z) I x-*a lim /(z), Hm f(x) I xm, xe A x-ta, x=£a n° Ch § nr /g ix i io g Fr ( ) ( este o mulțime într-un spațiu topologic) I exercițiu "Du-te (*), -spațiu compact I este ultima familie - spațiu pentru semințe Structura uniformă majorizată II •- topologie Filtru major Major egal structura dimensionala II -' topologie II Filtru de majorizare I gest II Structură uniformă mai puțin puternică • < II "- -: omologie Ch S p* Filtru mai puțin puternic eu Filtru minim Koshy I Teoria Mittag-Leffler rema n Mulți complet ne- conectat - peste tot dens - închis este cvasi-compact • " - compact I este un sub-finit local seturile I este un mic ordin V II - ca purtător mono- spațiu logic stva - deschis ♦ I - raportat la com- paktnovі relativ dar cvasi-compacte - dens I - precompact - conectat I - perfect - filtrabil eu - elementar ] Relativ continuu ci subspații cartografiere I - cartografiere I Infimul setului topologii uniformă de purtător spațiile - pro-topologic rătăcire Generarea de topologii sistem eu - sistem de filtrare eu Cartierul decorului ' punctul INDEX DE TERMENI Ch $o* Vecinătatea de ordinul V a unei mulţimi II Împrejurimile unei structuri uniforme II - simetric Structură uniformă separabilă II - topologie I Relație de echivalență separabilă I - refacerea spațiului uniform II - spațiu uniform proprietate asociată unui spațiu uniform P - spațiu topolosic Set deschis este raportul echivalent se îngustează - afișaj I - acoperire I (Cu privire la cvasicom- set compact - set compact separabil - - închis, deschis Cartografierea este reciproc continuă I - închis I - continuu - deschis I - uniform continuu - perfect I Identificarea punctului fiecare clasă de echivalență eu Aburi un profesionist compact spatiu Capitolul Pe Filtrați intersecția Multă densă Subspațiul localului dar închisă eu - uniformă pro- rătăciri II - pro-topologic rătăciri Capacul este închis - deschis uniformă completă pro- spatiu II Reumplerea separabilelor spațiu uniform II ț spațiu uniform Setul generat vom subseturi atunci- pologie I - structură uniformă topologia roiului II Setul generat subseturi filtru I Secvența Cauchy II - convergente Limitează urmăritorul- I - proiectiv de spații uniforme, structuri uniforme II - spații topologice topologii - germen de cartografiere - filtru, bază filtru eu ? sunt funcții într-un punct relativ la puternic fundamentate gesturi eu - - prin filtru, funcții prin , set de filtrare, creștere ca afișaj • INDEX DE TERMENI GL - S p ° GL ochiuri* Punctul limită al funcției filtru I uniforma, asociatie Precompact înmulțit cu uniformă zhestvo, spațiu II spațiu Un set primitiv este paracompact " eu în I - complet II UPR- - semi-regular I Principiul continuării identități I - precompact Extensia afișajului este uniformizabilă II continuitate I - uniformă II Produsul uniformelor este rațional n-dimensional I spații este egal cu regulat I structuri dimensionale II - conectat I - topolosic pro- - complet separat- spatii, topologii I mine I - filtre I ex Imaginea inversă a uniformei este submaximalul I structuri II Control- I I Spații uniforme - - ca purtător de uniformă produs II spațiu dimensional II - suma I - ultraregular # e I Spațiu absolut - Control dar închis I - ultrafiltre , eu ex Ex - destul de incoerent • I și sunt Hausdorff I - realizabil I - extrem de incoerent I ȘI ex Rațional direct eu - Kolmogorov I Poincaré - Volterra Ex Teorema I ȘI - compact eu - Lindelof I Ex Uniformizabil mono- - local spațiu Quavicomlogic pact I stvo, uniformizabil ex mai topologie II - - compact I Uniform continuu - - -, numărabil până la non-cartare ȘI membre I Spaţiu uniform - - conectat I conexiune II - minimum I Structuri uniforme, control- în concordanță cu mono- • - separabil I logic INDEX DE TERMENI Ch § n' Partiții de structură uniformă finită Spațiu rezolvabil ex Linie rațională Topologie regulată Topologic regulat spaţiul cerului Vlăstarul setului filtru - mapări ale la punctul I Componenta conectată a ki, seturi I set conectat eu - spațiu I ȘI Familia este limitată la nivel local nr Secțiunea este continuă I mediu simetric II Sistem generator filtre - - topologie I - submeniu proiectiv- Gesturi I App - - uniformă' pro- spatii, structuri uniforme - - topologic spații, topologii I - cartiere fundamentale I - - medii II Seturi de lipire, apoi- spații în pantă I Set perfect - afișaj Conformitatea este perfectă nr exercițiul Ch § n' Structuri uniforme comparabile I - topologie I - filtre I Structura uniformă II - - p-adic II - - discret II - - induse II - - deschidere finală acoperiri P - - - se desparte II - - dominat, majorizat, mai slab, mai puternic II - - separabil II - - în concordanță cu topologie II - -, comparabil II - topologic I Structuri uniforme munca II Suma spațiilor topologice (topologii) Secvență convergentă ra - filtru I Numărând la infinit spațiu local compact I teorema lui Alexandrov - Mittag-Leffler II - Poincaré - Volterra - Tihonov I Teorema lui Tihonov I Topologii produs - suma I Spațiu topologic este factorul spațial INDEX DE TERMENI Topologie Ch § n(r) eu asociat C filtru I - discret eu - induse I - initiala I - stânga eu ex dominat major- vuiet, mai puțin puternic nu, mai puternic eu ■ - A-maxim I control ȘI <- separabil eu • - semi-regulat, aso- citat cu unii topologie roi I ex - generat de un set de superseturi <- - structura uniforma tur II - dreptul II exerciţiu este uniformă II - obișnuit - comparabil eu - final I - Hausdorff eu Punctul I ■- extern I set interior - limita I • - izolat •- atingeri de bază filtre - - seturi I Ultrafiltru I - trivial I Spațiul coeficient este Mloaichvskoe Ch § P* Factor sex I Filtru I - mai puternic slab) I - induse I - Cauchy II - - minim II - dominat (mino- variabilă) I - generat de un set de submulțimi - secțiunile I - comparabil I - convergente I - Fréchet I - elementar I Filtre de intersecţie gest I topologia finală Filtru proaspăt I Funcția este continuă - uniform continuu nu P Axioma Hausdorff, spațiu, topologie Lanț (lanț în V) II Set extrem de deconectat I exercițiul Setul elementar filtru elementar - - asociat cu secvenţă TABEL DE CONFORMITATE PENTRU EDIȚIILE A DOUA*) ȘI A TREIA Ediția a II-a Ediția a III-a a -a editie editia a -a CAPITOLUL I CAPITOLUL I! § Def Def - - - - Predl Prepoziție Def Def unsprezece - - Ex i Ex a - - - § , Ex - Omis - ex - - - - - Omis - Omis - ex - Omis § , Def § , Def § , Predl § , Propunere § , Ex § , Ex § , - § , - a § , - § , - § , - § , - a § , - § , - d § , - § , ~ § Ex Unr - - - - § , Def § , Def § , Predl § , Adj § , Theor § , Theor § , Def § , Def § , Theor § , Theor § , - § ,- § , - § ,- § , Def § ,- § , Ex § , pct , nota § , - § , Ex § , - § , - § , - Omis § , - § , Ex § , - § ,- Secțiunea S Def n ( sga< ) Def P Theor Prepoziție Sl teor Sl propoziție Predl Previzualizare - - - - Sl sugestie Sl predl Def § , Onr Predl Sl propoziții Def Def Theor Theor Sugestie Prepoziție Sl sugestie Sl sugestie Sugestie - - Def Def Predl Prepoziție - - ♦) Traducere din a doua ediție a cap I-II a fost inclus în carte: N G, y r-b a k i, Topologie generală; structuri de bază, Fizmatgiz, Moscova, TABEL DE CONFORMITATE EDIȚIILE A DOUA ȘI A TREIA a -a editie Capitolul I Ediția a II-a Ediția a III-a Capitolul I Def Def Sugestie Prepoziție unsprezece Ex n ( <n< ) P Prepoziție - n ( < n < ) n- § , Def § , Def § , Propunere § , Propunere § b, - § , - § , Def § , Def § , Propunere § , Propunere § , - § - § , Sl sugestie § , Sl sugestie § , Def § , Def § , Propunere § , Propunerea § b, - § , - § , Sl sugestie § , Sl sugestie § b, Prepoziţie § , Prop § , Def § , Def § , Propunere § , Prop § , - § , - § , Sl propoziție § , Sl propoziție S , Sl propoziție, § , Sl teza § b, Prepoziţie § , Sl propoziție § , Theor Omis § , Sl teor § , Theor § , Def § , Def § , Propunere § , Prop § , - § , - § , Ex § , Ex § , - Omis § , - § , Propunere § , - , Ex § , - § - § b, - § , - și § , Ex § , - § ,- § , - § , - a § , - § , - § , - § , - Pentru § b, - § , - § , - § , Prop § , - § , - § , - § , Ex § , - , - § , - Omis § , - § , Ex a § , - § , - § , - § , - § b, - § , - § § , n "n' și S , Ex § , Ex § , Def § , Theor § , Sl teor § , Sl teor § , Sl teor § , Prop § , - § , - § , Sl sugestie § , Propunere § , - § , Sl sugestie § , Propunere § , Sl propoziție § , Sl propoziții § , Prop § , Theor § , Def § , Propunere § , Ex § , - § , - § , - § ,- § ,- § , - § , - § , - § , - § , - ȘI § , - § , - § , - § , - § , - § , Def § , Theor § , Sl teor § , Propunere § , - § - § , - § , Sl teza § , Sl propoziții § , Def § , Propunere § , Sl sugestie § , Propunere § , Def § Propunerea § - editia a -a § , Def § , Sl propoziție § , sl propoziții § , Propunere § , Sl propoziție § Propunere § , Sl sugestie § , - - § , - - § , Propunere § , - § , Sl sugestie § , Prop § , - § , Sl propoziții § , Prop § , - § , Def § , Sl teor § , Ex § ,- § ,- § , Propunere § , - § , Ex § , - § , Sl teor § , Ex § , - § , Propunere § , Ex § ,- § ,- § ,- § ,- § , nr , exemplul şi § , Def § , Propunere § , Sl sugestie § Propunere § , - § , - § , - § , Sl propoziție § , Sl propoziţia § , Def § , Propunere § ,- § ,- § Def § , Propunere § ,- TABLA DE CONFORMITATE PENTRU EDIȚIILE A DOUA ȘI A TREIA editia a -a a -a editie A -a apăsare a -a editie Capitolul I § , Propunere § , Theor § , Propunere § , Sl sugestie § , Propunere ȘI § , Exercițiul § ,- a § ,- § , - Pentru § , Ex și Sv § ,- § , - § , - ȘI § , - § , - § , - § , - § , Def § , Teoria § , Sl teor § , Propunere § , Sl sugestie § , Propunere § , Def § , Propunere § ,- § ,- § , Def § , Prop § , - § , Theor § , Sl teor § , Sl teor § , Theor § , Sl teor § , Propunere § , Sl propoziție § , Sl teza § , Def § Yu, prepoziție § , Sl sugestie § Yu, Propunerea § Yu, - Și § , - § , Sl sugestie § , Propunere § ,- § , - § , - § , Ex § , - § , - § , - § , - § , - § , - § , - § , - și § , Ex omis § , Ex § , - § , - omis § , Ex § , Propunere și § , - § , Def § , Theor § , Sl teor § , Propunere § , Sl sugestie § , Propunere § , Def omis § , Propunere § h § , Olr și prepoziție § , Propunere § , - § , Theor § , Sl teor § , Sl teor § , Theor § , Sl teor § , Propunere § , Sl teor § , Sl teor § , Def § , Propunere § , Sl sugestie § , Propunere § , - Și eu § , - I § , Propunere § Yu, - § , Theor § , Def § , Propunere § Yu, - § , - § , - § , Def § , Prop § , Sl sugestie § , Def § , - § Yu, - § , Theor § , Propunere § , Ex § , - § - Pentru § , - și Sv § , - § Yu, - § , - § Yu, - § , - § Yu, - § Yu, - § , - Și § , - § , - § , - a § , - § , - c § , - § , - § - § , - § Yu, - § Yu, - § , - a § , - și c § , - d § , - § , - a § , - § , - c § , - d § Yu, - § , Propunere § , - § , Theor § , Propunere § , Sl Prop § , Prop § Yu, - § , Sl prepoziție § , Olr § , Prop § , Prof propoziții Teoremul multiplu, cap II, § , Def § , Def § ,- § , Teor b § , Sl theor § , Exercițiul Omis § , Sl teor t § , Ex § Yu, - § , - și § ,- Omis § , Ex § , - § , - § ,- §Yu,- § , Propunere § , Ex § Yu, - § , - § , Propunere § , Sl sugestie § , Theor și prepoziție § , Propunere § , Prop § , Ex unsprezece § , Propunere § , Ex § , Theor , , și Ex p § , Propunere § , Ex § , - § , - c TABLA DE CONFORMITATE PENTRU EDIȚIILE A DOUA ȘI A TREIA Ediția a II-a Ediția a III-a Capitolul și Prop Prepoziție - - - - - - - - Ex Omis - Unr - - Pentru - - - - - § , Ex și - § I, Ex Omis - Omis - ex - I - - - - Cap IV, ed a -a, - § , Ex Ex ȘI Capitolul I § , Def § , punctul § ,- § , Def § ,- § ,- j , Propoziție § , Adj j , Def § , Def S , Ex § , punctul , Observație § ,- § , Ex § ,- Omis § ,- § , Ex § , Def § , Def j , Propoziție § , Propunere j , Def § , Def § , Propunere § , Propunere § , - § , - § , - § , - § , Ex § , Ex § ,- § ,- § ,- § ,- § ,- § ,- § , - Omis § , - § , Ex § ,- § , - Def Omis - Def - - Sugestie Prepoziție - Sl propoziții Ediția a -a D Ediția a -a Lav e Sl sugestie Sl propoziții Sugestie Prepoziție - - - - - - Theor Teoreia - - Sugestie Sl teor Sl sugestie Prepoziție Sugestie § , Propunere Ex Ia si Adj și următoarele Ex v Unr - Omis - § , Ex - Omis Theor Sl teor - Theor Sugestie Prepoziție -■ Sl sugestie Sl predl, - Predl Prepoziție ■ - - Sl predl Sl sugestie Sugestie Prepoziție Ex Ex - - a - Cap I, § , Ex și cap II, § , Ex Yves - ex a - - g - Prepoziție i Ex - ex - - - Și - - - - - - Ch , § , Exercițiul O - Ex - Sl propozitia § , Def § , Def § , Propunere § , Propunere § , Propunerea § , Propunerea § , - § , Sl propoziții § , - § , Propunere § , Sl predl § , Sl propoziții § Propunere § , Propunere § , Ex § , - § ,- § , - § ,- § , Ex 